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Resumo
Neste trabalho investigamos as transic¸o˜es de fase na mate´ria de
quarks magnetizada usando o modelo de NJL com dois sabores na
presenc¸a de acoplamento vetorial repulsivo (GV ). Verificamos que
a contribuic¸a˜o vetorial produz o encolhimento da linha de transic¸a˜o
de primeira ordem e pode favorecer o mecanismo de back-bending no
regime de acoplamento forte. Este fato permite conciliar alguns re-
sultados da rede com as previso˜es teo´ricas sobre a existeˆncia de um
ponto cr´ıtico no diagrama de fases da QCD. Analisamos como a ac¸a˜o
de um campo magne´tico (B) intenso na mate´ria de quarks tende a
fortalecer a regia˜o de primeira ordem e que tambe´m determina um
padra˜o oscilato´rio na densidade. Conclu´ımos que os efeitos opostos do
acoplamento vetorial e do campo magne´tico na restaurac¸a˜o da sime-
tria quiral leva a um desdobramento de mu´ltiplas fases magnetizadas.
A ac¸a˜o combinada de B e GV pode originar linhas de coexisteˆncia no
diagrama de fases que apresentam um comportamento exo´tico similar
ao observado para a transic¸a˜o so´lido-l´ıquido da a´gua. Mostramos como
a influeˆncia da repulsa˜o vetorial deve estabilizar fases magne´ticas de
densidade intermedia´ria e que certas combinac¸o˜es dos paraˆmetros B e
GV determinam pontos triplos no diagrama de fases. Exploramos as
propriedades magne´ticas anisotro´picas sobre os quarks e como a con-
tribuic¸a˜o vetorial deve afetar a magnetizac¸a˜o induzida determinando
um comportamento diamagne´tico para o sistema.
Palavras-chave: teoria quaˆntica de campos, cromodinaˆmica
quaˆntica, plasma de quarks e glu´ons, modelo NJL,
mate´ria de quarks, transic¸o˜es de fases da QCD.
PACS nos: 11.10.-z, 12.38.-t, 12.38.Mh, 12.39.Fe, 21.65.Qr,
25.75.Nq

Abstract
In this work we investigate the phase diagram of dense magnetized
quark matter in the framework of the two-flavor Nambu–Jona-Lasinio
model when a repulsive vector coupling (GV ) is present. We verify
that the vector contribution could shrink the first order transition line
and can support the back-bending mechanism under a strong coupling
regime. This result allows one to conciliate some lattice results with
theoretical predictions about the existence of a critical point in the
QCD phase diagram. Our analysis shows how an intense magnetic field
(B) acts in the quark matter, strengthening the coexistence region in
the phase diagram and setting an oscillatory pattern in density values.
The opposite effect of the vector coupling and magnetic field in the
chiral symmetry restoration leads to a splitting of multiple magnetic
phases. The combined action of B and GV gives rise to coexistence
lines which can render an exotic behavior resembling the solid-liquid
transition observed in the water phase diagram. We show how the
vector repulsion stabilizes the intermediary magnetic phases and that
certain B and GV parametric combinations can cause a triple point to
appear in the phase diagram. We also study the anisotropic properties
of magnetized quark matter and how the vector-like contribution affects
the induced magnetization leading to a diamagnetic behavior.
Keywords: quantum field theory, quantum chromodynamics,
quark-gluon plasma, NJL model,quark matter,
QCD phase transitions.
PACS numbers: 11.10.-z, 12.38.-t, 12.38.Mh, 12.39.Fe, 21.65.Qr,
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Atualmente a formulac¸a˜o da Cromodinaˆmica Quaˆntica QCD (Quantum
Chromodynamics) representa uma das mais nota´veis conquistas da
f´ısica teo´rica. Apesar disso, a compreensa˜o plena dos mecanismos
que determinam os fenoˆmenos subnucleares ainda permanece um
desafio significante ao nosso entendimento. No mundo microsco´pico,
a interac¸a˜o forte determina o surgimento das variedades de mate´ria
e como as part´ıculas elementares agrupam-se em estruturas mais
complicadas.
Ao longo das u´ltimas de´cadas, acredita-se que a mate´ria hadroˆnica
(ba´rions e me´sons) deve experimentar uma transic¸a˜o de fase ter-
modinaˆmica quando estes constituintes nucleares ficam sujeitos a
condic¸o˜es extremas de temperatura e densidade elevadas. A partir
desta transic¸a˜o de fase da QCD, presume-se a existeˆncia de um novo
estado da mate´ria chamado de Plasma de Quarks e Glu´ons (QGP), re-
manescente do “derretimento”dos pro´tons e neˆutrons. Com o objetivo
de confirmar esses pressupostos teo´ricos e verificar a validade da QCD,
va´rios estudos teˆm sido realizados com o uso de grandes aceleradores
de part´ıculas para testar a natureza ı´ntima desses blocos fundamen-
tais. Esforc¸os sem precedentes esta˜o sendo realizados para a montagem
de novas instalac¸o˜es experimentais com o intuito de investigar as pro-
priedades da mate´ria de quarks.
O mais novo acelerador de part´ıculas, LHC (Large Hadron
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Figura 1.1: Mudanc¸a su´bita nas propriedades f´ısicas da mate´ria hadroˆnica em
func¸a˜o da temperatura. (Painel superior) Resultados de simulac¸a˜o da QCD na rede
extra´ıdos da Ref. [1] mostrando o comportamento da pressa˜o da mate´ria hadroˆnica
em func¸a˜o da temperatura em potencial qu´ımico nulo (µ = 0). As diferentes curvas
referem-se aos va´rios graus de liberdade que podem ser considerados. A pressa˜o
identificada por PSB refere-se ao limite de Stefan-Boltzmann do ga´s hadroˆnico livre.
(Painel inferior) Dependeˆncia na temperatura do condensado de quarks 〈ψ¯ψ〉 obtida
em ca´lculos na rede da Ref. [2] para alguns valores de massa nua dos quarks. A
massa neste caso e´ expressa em termos da massa do quark estranho ms.
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Collider), pode atingir energias mais altas, proporcionando uma boa
perspectiva na busca deste estado. Os experimentos realizados pela
Colaborac¸a˜o ALICE (A Large Ion Collider Experiment) no LHC sa˜o
especificamente voltados para a investigac¸a˜o do plasma de quarks
e glu´ons. Outra instalac¸a˜o importante a considerar e´ o acelerador
RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider), o qual tem nos proporcionado
uma grande quantidade de dados experimentais. Nestas ma´quinas, a
acelerac¸a˜o e colisa˜o de nu´cleos pesados, tais como ouro e chumbo, pode
revelar a estrutura interna de seus pro´tons e neˆutrons constituintes
conforme atingem-se ordens mais elevadas de temperatura e densidade
de part´ıculas.
Ale´m disso, resultados nume´ricos obtidos em simulac¸o˜es discretas
na rede, teˆm sugerido uma alterac¸a˜o substancial nos observa´veis
termodinaˆmicos quando a temperatura supera a regia˜o pro´xima a
150 − 170 MeV. Na Fig. 1.1 mostramos o comportamento da
pressa˜o da mate´ria nuclear em func¸a˜o da elevac¸a˜o da temperatura
segundo ca´lculos fornecidos pela rede [1]. Na mesma figura tambe´m
mostramos o comportamento em func¸a˜o da temperatura de outra
grandeza importante que consiste no condensado de quarks 〈ψ¯ψ〉
conforme avaliado pela rede [2]. Por meio desses resultados espera-
se que a transic¸a˜o de fase da QCD seja observada neste intervalo de
temperaturas.
1.1 Plasma de Quarks e Glu´ons
Os quarks que formam um nucleon esta˜o sujeitos as regras impostas
pela liberdade assinto´tica e juntos devem assegurar um arranjo que
tenha carga de cor nula [3]. Esta idealizac¸a˜o hadroˆnica e´ bem
representada no Modelo de Sacola do MIT [4], onde a ac¸a˜o rec´ıproca
entre a pressa˜o criada pelos quarks movendo-se internamente e a
pressa˜o externa constante do va´cuo define uma regia˜o finita de
propagac¸a˜o (sacola ou bolha de ha´drons).
Com o aumento da temperatura, a energia cine´tica dos quarks
torna-se maior e a pressa˜o assim criada ultrapassa o valor da pressa˜o
constante do va´cuo B (tambe´m chamada de constante de sacola). Este
desequil´ıbrio na pressa˜o faz com que o tamanho do ha´dron fique maior
que antes. Ale´m disso, para a mate´ria ordina´ria, a densidade de
nucleons na fase hadroˆnica e´ da ordem de 0.17 fm−3. Este valor tambe´m
pode ser aumentado compactando juntos muitos nu´cleos dentro de uma
pequena regia˜o do espac¸o. O aumento na temperatura e/ou densidade
induz estas bolhas a coalescer e dar origem a uma nova grande sacola,
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onde os quarks podem mover-se quase livremente.
Em tais condic¸o˜es, as cargas de cor podem percorrer distaˆncias
maiores que os tamanhos hadroˆnicos originais e emergem como estados
desconfinados de cor em um estado de plasma.
Ale´m disso, espera-se que ocorra uma restaurac¸a˜o da simetria
quiral em potencial qu´ımico nulo, como sugerido ab initio por ca´lculos
de QCD na rede [2] se a temperatura for aumentada suficientemente
como podemos observar no painel inferior da Fig.(1.1). De acordo
com estes ca´lculos, quando as interac¸o˜es diminuem em virtude da
liberdade assinto´tica, a massa efetiva M dos quarks torna-se pequena
(essa pequena massa residual e´ tambe´m chamada massa de correntem)
relativamente a uma fase sime´trica quiral restaurada 1.
Teoricamente, pelo menos perto da regia˜o de potencial qu´ımico
nulo, parece que a restaurac¸a˜o da simetria quiral ocorre aproximada-
mente na mesma temperatura em que se da´ o desconfinamento de
cor como se pode verificar comparando as respectivas susceptibilidades
[6, 7, 8]. Este fato poderia ser a primeira evideˆncia de um mecanismo
desconhecido conectando o setor fermioˆnico da QCD aos campos de
calibre de glu´ons.
1.2 O Diagrama de Fases da QCD
Tornou-se uma questa˜o de grande discussa˜o e poleˆmica, o estabeleci-
mento do comportamento termodinaˆmico do plasma de quarks e glu´ons
e a consequente definic¸a˜o de sua equac¸a˜o de estado (EoS). Conforme
eleva-se a temperatura, a mate´ria nuclear torna-se fracamente ligada e
em um dado valor de temperatura T , esta fase hadroˆnica evolui para
um estado de plasma. Por outro lado, se a mate´ria hadroˆnica e´ sujeita
a extremas presso˜es e densidades, a mesma transic¸a˜o de fases pode
ocorrer.
As propriedades termodinaˆmicas extra´ıdas do Modelo de Sacola
do MIT podem nos dar uma visa˜o aproximada do comportamento para
a mate´ria hadroˆnica quente e densa. Estas propriedades indicam que
o contorno de fases para a transic¸a˜o tem valores limitantes em torno
de 100 < T < 120 MeV e potencial qu´ımico 300 < µ < 500 MeV.
No painel superior da Fig.(1.2), no´s mostramos o diagrama de fases
correspondente a um ca´lculo usando o Modelo de Sacola. Tambe´m
nesta figura no painel inferior, apresentamos uma representac¸a˜o teo´rica
1As estimativas para as massas f´ısicas dos quarks up e down apresentam um
pequeno valor finito (mu = 2.3
+0.7
−0.5 MeV e md = 4.8
+0.5
−0.3 MeV) [5].
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Figura 1.2: (Painel superior) Contorno de fase da QCD obtido a partir do Modelo
de Sacola do MIT com valor de constante de sacola igual a B = 57.5 MeV/fm3.
Podemos notar que a fase hadroˆnica evolui para uma fase de plasma a medida que
aumentamos a temperatura e/ou potencial qu´ımico. (Painel inferior). Exemplo de
um diagrama de fase esquema´tico prova´vel para a mate´ria de quarks. Os estados
hadroˆnicos de dois (me´sons) ou treˆs (ba´rions) quarks tornam-se desconfinados em
temperaturas elevadas acima da linha de desconfinamento. Tambe´m espera-se que
tal transic¸a˜o seja acompanhada por uma restaurac¸a˜o parcial da simetria quiral.
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para uma prova´vel apareˆncia geral do diagrama de fases da QCD.
Podemos notar que o contorno de fases deve apresentar um perfil
semelhante a`quele previsto pelo Modelo de Sacola, entretanto, existem
alguns aspectos adicionais a considerar.
Em primeiro lugar, questiona-se correntemente qual o tipo de
transic¸a˜o de fase que ocorre nesta linha de contorno. De acordo com
a classificac¸a˜o para transic¸o˜es de fases de Ehrenfest, no´s podemos
associar um dado paraˆmetro de ordem para acompanhar quais mu-
danc¸as f´ısicas ocorrem quando alteramos as varia´veis termodinaˆmicas.
As transformac¸o˜es podem ocorrer atrave´s de uma transic¸a˜o de fase
de primeira ou segunda ordem, dependendo do comportamento apre-
sentado pela energia livre termodinaˆmica do sistema e do nu´mero de
sabores dos quarks. Se uma transic¸a˜o de primeira ordem ocorrer, a
primeira derivada da energia livre e´ descont´ınua com respeito a um
dado paraˆmetro de ordem. Neste caso, como veremos no cap´ıtulo 2,
verifica-se a coexisteˆncia de fases e presenc¸a de calor latente sobre a
linha de transic¸a˜o. Ou, se uma transic¸a˜o de segunda ordem ocorrer, a
descontinuidade estara´ presente somente na segunda derivada da ener-
gia livre com respeito ao paraˆmetro de ordem escolhido. No entanto,
em u´ltima ana´lise, verificou-se a partir das avaliac¸o˜es de QCD na rede
[9, 10, 11] em altas temperaturas e pequenas densidades (µ baixo) que,
possivelmente, uma transic¸a˜o de fase de segunda ordem verdadeira na˜o
ocorre na realidade. Em vez disso, e´ mais prova´vel, que a passagem da
mate´ria hadroˆnica para a mate´ria de quarks ocorra por meio de uma
lenta mudanc¸a de fase ou crossover na regia˜o de pequenos valores de
potencial qu´ımico.
Por outro lado, de acordo com as previso˜es de modelos efetivos
[12, 13], acredita-se que em pequenas temperaturas e potenciais
qu´ımicos elevados a transic¸a˜o de fase seja possivelmente de primeira
ordem. O modelo de sacola, por exemplo, nos fornece uma linha
de transic¸a˜o de fase que e´ dominada pela primeira ordem como ja´
mostrado na Fig.(1.2). Isso mostra que tal previsa˜o do modelo de sacola
na˜o reproduz corretamente os resultados da rede que demonstram que
em potencial qu´ımico pequeno ocorre um crossover. Se em baixos
potenciais qu´ımicos no´s encontramos um crossover 2 e em valores
elevados de potencial qu´ımico encontramos uma transic¸a˜o de primeira
ordem, enta˜o, provavelmente, existe um ponto cr´ıtico (CP) limitando
uma regia˜o de transic¸a˜o da outra. Especificamente no ponto cr´ıtico a
transic¸a˜o e´ de segunda ordem. Desse modo, outro assunto em discussa˜o
corresponde a localizac¸a˜o no plano T − µ de um poss´ıvel ponto cr´ıtico
2Ou de segunda ordem no limite quiral.
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[13].
Neste contexto, um dos principais paraˆmetros de ordem que
se pode considerar e´ o condensado de quark-antiquark 〈ψ¯ψ〉, com
o qual pode-se determinar a massa relativa ao agregado de um par
q¯q. Nas figuras Fig.(1.1) e Fig.(1.2), podemos observar que o valor
esperado do condensado 〈ψ¯ψ〉 decresce a valores pro´ximos de zero
quando a temperatura se eleva. Deste modo, a fase hadroˆnica pode
ser caracterizada por valores na˜o nulos do condensado 〈ψ¯ψ〉 > 0 e para
o plasma de quarks e glu´ons seu valor aproxima-se de zero 〈ψ¯ψ〉 ∼ 0,
relativamente a uma restaurac¸a˜o aproximada da simetria quiral.
Teoricamente, existem outras possibilidades para a formac¸a˜o de
condensados de quark ale´m da configurac¸a˜o part´ıcula-antipart´ıcula q¯q.
A formac¸a˜o de estados emparelhados de quark-quark 〈ψψ〉 tambe´m
e´ prevista, resultando, por exemplo, em uma fase supercondutora de
cor. Outro paraˆmetro de ordem que tem sido correntemente usado e´
o loop de Polyakov, o qual esta´ diretamente relacionado a transic¸a˜o de
desconfinamento de cor [14].
1.3 Coliso˜es Relativ´ısticas de I´ons Pesados
Embora existam dificuldades inerentes a investigac¸a˜o da mate´ria
hadroˆnica nestes ambientes extremos, os experimentos de colisa˜o de
part´ıculas podem nos fornecer uma grande quantidade de informac¸a˜o,
permitindo obter suas principais caracter´ısticas. Neste momento,
grandes aceleradores de part´ıculas esta˜o funcionando continuamente
na busca por evideˆncias de uma poss´ıvel formac¸a˜o do estado de plasma
de quarks e glu´ons. Entre as instalac¸o˜es de pesquisa operando com
este propo´sito, podemos relacionar o Colisor de I´ons Relativ´ısticos Pe-
sados (RHIC cuja energia de centro de massa em uma colisa˜o nu´cleo-
nu´cleo e´ da ordem de
√
sNN = 200 GeV ) no Laborato´rio Nacional de
Brookhaven e o Grande Colisor de Ha´drons (LHC
√
sNN = 13 TeV )
na Organizac¸a˜o Europe´ia para Pesquisa Nuclear (Organisation Eu-
rope´enne pour la Recherche Nucle´aire CERN). Conve´m citar tambe´m a
Instalac¸a˜o para Pesquisa de I´ons e Antipro´tons (Facility for Antiproton
and Ion Research FAIR
√
sNN = 200 GeV ) em GSI Helmholtzzentrum
fu¨r Schwerionenforschung GmbH que deve entrar em operac¸a˜o tambe´m
futuramente.
Colidindo nu´cleos pesados (como Au + Au, Pb + Pb, S + U ,
Cu+Cu, etc) nestas escalas de energia, estes aceleradores sa˜o capazes
de reproduzir condic¸o˜es de temperatura e densidade semelhantes a`s
que existiram nos instantes iniciais do Universo. De acordo com as
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teorias atuais a respeito da origem do Universo, a quantidade de
part´ıculas e antipart´ıculas logo apo´s o Big Bang era praticamente igual,
o que significa que o potencial qu´ımico era praticamente nulo nesses
instantes iniciais. Contudo, hoje toda a mate´ria que observamos e´
composta somente de part´ıculas e a origem de tal assimetria ainda
e´ um problema a ser solucionado. Conforme o Universo evoluiu,
o potencial qu´ımico tornou-se na˜o nulo em virtude do excesso de
part´ıculas sobre as antipart´ıculas. Justamente, o potencial qu´ımico
determinado experimentalmente relacionado a` densidade da mate´ria
nuclear nos nu´cleos mais densos (como o nu´cleo do chumbo) esta´ em
torno de µ ∼ 310MeV 3. De acordo com os modelos efetivos, e.g.
Modelo de Sacola do MIT, acredita-se que deve ocorrer uma transic¸a˜o
de fase de desconfinamento dos quarks de um nucleon em um valor de
potencial qu´ımico que e´ pro´ximo destes valores.
Atualmente, medidas dos produtos de colisa˜o nas instalac¸o˜es
mencionadas tentam mapear o diagrama de fases da QCD. Apo´s uma
colisa˜o, a temperatura decresce e o sistema formado resfria-se ate´ um
ponto onde as interac¸o˜es entre os ha´drons cessam e as razo˜es entre
o nu´mero de part´ıculas mante´m-se fixas. Este ponto e´ denominado
freeze-out. 4
Na Fig.(1.3), mostramos alguns resultados experimentais obtidos
a partir de medidas de temperaturas de resfriamento (freeze-out) e po-
tencial qu´ımico barioˆnico os quais podem ser extra´ıdos das razo˜es entre
nu´meros de part´ıculas emitidas nas coliso˜es. Os dados apresentados
correspondem a experimentos realizados desde a de´cada de 90 nos acel-
eradores RHIC, SPS, AGS e SIS. Podemos comparar a similaridade
existente entre este resultado experimental e as previso˜es dos modelos
teo´ricos Fig.(1.2) cuja efica´cia torna-se evidente. Atualmente, no RHIC
vem sendo realizada uma varredura em energia no diagrama de fases da
QCD, ou Beam Energy Scan BES de modo a mapear detalhadamente
a regia˜o de potencial qu´ımico finito e verificar a poss´ıvel localizac¸a˜o do
ponto cr´ıtico.
3Em termos do potencial qu´ımico barioˆnico, o qual corresponde ao triplo do
potencial qu´ımico dos quarks µB = 3µ, temos equivalentemente µ ∼ 930MeV.
4Conve´m notar que existem dois tipos de freeze-out: o qu´ımico e o te´rmico. O
freeze-out qu´ımico ocorre quando as abundaˆncias de ha´drons tornam-se constantes.
Enquanto o freeze-out te´rmico apenas marca o ponto onde as interac¸o˜es e
espalhamentos na˜o ocorrem mais e os ha´drons tornam-se livres.
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Figura 1.3: Paraˆmetros experimentais de freeze-out qu´ımico obtidos nos aceler-
adores LEP, SPS, AGS e SIS. A curva mostrada corresponde a` parametrizac¸a˜o
T (µB) ≈ 0.17− 0.13µ
2
B − 0.06µ
4
B . Gra´fico extra´ıdo da Ref. [15].
1.4 Implicac¸o˜es Astrof´ısicas
No final da de´cada de 1960, Ivanenko and Kurdgelaidze [16] ques-
tionaram se nas elevadas densidades encontradas no interior de estrelas
compactas seria poss´ıvel a existeˆncia de nu´cleos formados pela mate´ria
de quarks. Em contraste com as estrelas compactas comuns, sua estru-
tura estelar seria auto-sustentada pelo equil´ıbrio entre a interac¸a˜o forte
e a interac¸a˜o gravitacional. Estas estrelas hipote´ticas de quarks teriam
sua estabilidade determinada por uma equac¸a˜o de estado, a qual em
princ´ıpio, poderia ser obtida a partir de modelos efetivos da QCD.
Ale´m disso, estrelas compactas girando rapidamente podem de-
senvolver um forte campo magne´tico [17, 18] da ordem de 1016 − 1018
G. A presenc¸a deste campo deve influenciar de modo significativo toda
a dinaˆmica da mate´ria presente em seus nu´cleos e sua considerac¸a˜o
teo´rica torna-se relevante. Tambe´m e´ poss´ıvel que a mate´ria descon-
finada de quarks no centro destas estrelas compactas apresente uma
parcela de estranheza [19], dando lugar a`s assim chamadas estrelas
estranhas. Portanto, a inclusa˜o de graus de liberdade de estranheza
pode tambe´m modificar as caracter´ısticas da mate´ria hadroˆnica densa
e quente.
De acordo com o cena´rio padra˜o do Big Bang, nos primeiros
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segundos apo´s a explosa˜o co´smica, a temperatura atingiu elevados
valores, permitindo a formac¸a˜o de um estado de plasma de quarks
e glu´ons. A medida que o Universo expandiu e se esfriou, uma
transic¸a˜o de fase para a mate´ria hadroˆnica daria origem as abundaˆncias
conhecidas para os elementos leves. O estudo do diagrama de
fases da QCD pode revelar alguns detalhes a respeito da histo´ria
te´rmica do Universo e sobre a dinaˆmica que governa seus constituintes
astronoˆmicos.
A aplicac¸a˜o de me´todos teo´ricos de teorias de campos nos permite
prever e reproduzir as principais caracter´ısticas destes objetos estelares
e cosmolo´gicos. Por meio da utilizac¸a˜o de modelos efetivos a` QCD
podemos estudar as interac¸o˜es microsco´picas dos quarks e assim obter
as respectivas propriedades termodinaˆmicas destes estados da mate´ria.
Podemos citar alguns destes modelos: o modelo de Nambu–Jona-
Lasinio (NJL), que simula a simetria quiral da QCD; o modelo
de Polyakov–Nambu–Jona-Lasinio (PNJL), que corresponde a uma
extensa˜o ao modelo de NJL para incluir a propriedade de confinamento
dos quarks nos ha´drons; dentre outros. O modelo de NJL e´ bastante
usado para investigar o diagrama de fases da QCD porque este modelo
reproduz eficazmente muitas das propriedades esperadas para uma fase
de plasma de quarks e glu´ons. No cap´ıtulo seguinte, vamos descrever a
base formal desta teoria de campo efetiva e apresentaremos alguns de
seus principais resultados nume´ricos mais conhecidos.
Cap´ıtulo 2
O Modelo de
Nambu–Jona-Lasinio
SU(2)
2.1 Teorias Efetivas para a QCD
Ate´ o presente, sugere-se que uma descric¸a˜o teo´rica completa dos
sistemas hadroˆnicos seja dada pelo formalismo da Cromodinaˆmica
Quaˆntica (QCD). De acordo com essa teoria, todas as propriedades
dinaˆmicas da interac¸a˜o forte sa˜o determinadas pela lagrangiana da
QCD 1
LQCD = −1
4
G
a
µνG
µν
a + ψ¯(iγ
µDµ −M)ψ . (2.1)
onde nessa expressa˜o Dµ = ∂µ − igT aAaµ e´ a derivada covariante de
gauge para o campo gluoˆnico, Aµ, dados os geradores, T
a, da a´lgebra de
Lie e g e´ a constante de acoplamento da interac¸a˜o forte. Em contraste
com o comportamento dos fo´tons na Eletrodinaˆmica Quaˆntica (QED),
1Neste trabalho, vamos empregar a notac¸a˜o das matrizes gama γµ na repre-
sentac¸a˜o de Dirac.
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o tensor de campo de gauge dos glu´ons, G aµν , apresenta um cara´ter na˜o
abeliano expresso pelo termo de autoacoplamento dos glu´ons AbµA
c
ν
G
a
µν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµAcν . (2.2)
Essa caracter´ıstica de autoacoplamento dos glu´ons torna a
obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es exatas neste formalismo e´ invia´vel pelos me´todos
ate´ enta˜o conhecidos. Ale´m disso, o valor elevado para a constante
de acoplamento da QCD (g > 1) em pequenas transfereˆncias de mo-
mentum (o que corresponde a pequenas distaˆncias de interac¸a˜o) in-
ibe a aplicac¸a˜o do tratamento perturbativo para esta situac¸a˜o como
aquele realizado na QED. Resultados exatos razoa´veis para a QCD na˜o
perturbativa sa˜o correntemente extra´ıdos de teorias de gauge na rede,
mas esta estrate´gia, ate´ o momento, ainda permanece com algumas
dificuldades (como o problema do sinal [20]) quando e´ necessa´rio in-
cluir fe´rmions em valores na˜o nulos de potencial qu´ımico. Por outro
lado, o mesmo mecanismo da liberdade assinto´tica pode nos propor-
cionar a possibilidade de estudar quarks na regia˜o de momento elevado,
onde a constante de acoplamento torna-se ta˜o pequena que os quarks
podem ser vistos como part´ıculas parcialmente livres em um regime
de acoplamento fraco. Estas condic¸o˜es podem ser obtidas quando a
mate´ria ordina´ria e´ aquecida e/ou comprimida em altas temperaturas
e/ou densidades barioˆnicas. Dessa maneira, atrave´s de uma transic¸a˜o
de fase, a mate´ria hadroˆnica pode se transformar em um estado de
plasma com os quarks e glu´ons propagando-se livremente. O uso de
modelos efetivos aplicados a QCD padra˜o pode transcender suas difi-
culdades matema´ticas. Assim, e´ conveniente obter uma densidade de
lagrangiana efetiva a qual apresente as mesmas caracter´ısticas (sime-
trias) que LQCD mas que seja mais facilmente trata´vel.
2.2 Lagrangiana de Interac¸a˜o de NJL e
suas Simetrias
Antes do advento da ideia dos quarks e mesmo do formalismo da QCD,
um modelo aplicado a interac¸a˜o de nucleons foi publicado em dois
artigos escritos por Nambu e Jona-Lasinio [21, 22]. Tal trabalho surgiu
como uma poss´ıvel explicac¸a˜o para os valores observados da massa do
nucleon e para a constante de acoplamento pion-nucleon. No modelo
de NJL, como foi posteriormente chamado, faz-se uso de uma analogia
entre os campos fermioˆnicos autointeragentes e o mecanismo dinaˆmico
de excitac¸a˜o de quasipart´ıculas da teoria da supercondutividade.
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O espectro de nucleons de Dirac pode ser analogamente com-
preendido com base no tratamento BCS de Bardeen, Cooper e Schri-
effer para a supercondutividade [23]. Na teoria BCS, a deformac¸a˜o
atoˆmica na rede cristalina causada pela interac¸a˜o eletroˆnica pode levar
a um efeito atrativo de emparelhamento de ele´trons (pares de Cooper)
[24]. Admite-se que esta interac¸a˜o ele´tron-rede-ele´tron seja a origem
da diferenc¸a de energia (gap) observada entre o estado fundamental e
os estados excitados. A interac¸a˜o de emparelhamento induz uma au-
toenergia responsa´vel pelo aumento da massa efetiva dos nucleons M
a qual pode ser maior que sua respectiva massa nua, m. Ate´ mesmo
se assumirmos o limite quiral onde m = 0, a massa efetiva M ger-
ada dinamicamente ainda e´ grande o bastante para explicar a massa
observada dos nucleons.
Seguindo tais argumentos, no´s podemos interpretar estes campos
fermioˆnicos (aqui representados pelo bispinor de Dirac, ψ) como graus
de liberdade de quarks e assumir um novo ponto de partida para
trac¸ar o problema da dinaˆmica das interac¸o˜es fortes. O complicado
intercaˆmbio de glu´ons entre quarks e antiquarks pode produzir uma
forc¸a de atrac¸a˜o, a qual pode ser efetivamente associada ao mecanismo
que da´ aos ha´drons suas massas efetivas (M ≃ MB/3 ≃ 300
MeV, onde MB e´ a massa do ba´rion) e espontaneamente quebra a
inerente simetria quiral m = 0. De modo a definir a lagrangiana
de interac¸a˜o fundamental para este modelo efetivo, vamos considerar
as simetrias relevantes que devem ser observadas. Primeiramente, o
nu´mero de part´ıculas interagentes (chamado nu´mero barioˆnico) deve
ser conservado pela interac¸a˜o efetiva
N =
∫
ψ¯γ0ψ d
3x . (2.3)
Ale´m disso, a simetria quiral deve ser recuperada quando estab-
elecermosm = 0, o que implica na conservac¸a˜o da quantidade chamada
quiralidade
χ =
∫
ψ¯γ0γ5ψ d
3x . (2.4)
A conservac¸a˜o da corrente barioˆnica iψ¯γµψ e da corrente quiral
ψ¯γµγ5ψ deve estar presente na lagrangiana quando realizamos trans-
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formac¸o˜es globais com fase arbitra´ria constante α
ψ′ → exp[iα]ψ ψ¯′ → ψ¯ exp[−iα] ,
ψ′ → exp[iαγ5]ψ ψ¯′ → ψ¯ exp[iαγ5] . (2.5)
As seguintes quantidades modificam-se sob estas transformac¸o˜es
como
Escalar: (ψ¯ψ)′ → ψ¯ψ cos 2α+ iψ¯γ5ψ sin 2α
Vetorial: (iψ¯γµψ)
′ → iψ¯γµψ
Pseudo-escalar: (iψ¯γ5ψ)
′ → iψ¯γ5ψ cos 2α− ψ¯ψ sin 2α
Pseudovetorial: (iψ¯γµγ5ψ)
′ → iψ¯γµγ5ψ
Tensorial: (ψ¯σµνψ)
′ → ψ¯σµνψ cos 2α+ iψ¯γ5σµνψ sin 2α .
(2.6)
Logo conclu´ımos que as formas bilineares invariantes sa˜o respec-
tivamente as grandezas de cara´ter vetorial e pseudovetorial. No en-
tanto, para que uma teoria descreva efetivamente as interac¸o˜es fortes
a mesma precisa apresentar campos que determinem uma massa finita
compat´ıvel com a realidade. Ale´m disso, para estabelecer um formal-
ismo consistente com a formac¸a˜o de estados ligados, na˜o basta que
haja apenas a invariaˆncia nestas transformac¸o˜es, mas tambe´m deve ex-
istir uma interac¸a˜o atrativa entre as part´ıculas e antipart´ıculas. De
acordo com isso, Y. Nambu e G. Jona-Lasinio escolheram uma in-
terac¸a˜o na˜o linear semelhante a` teoria de part´ıculas elementares pro-
posta por Heisenberg [25]. Em sua teoria, Heisenberg assume que as
equac¸o˜es fundamentais de campo deveriam ser na˜o lineares de modo a
representar uma interac¸a˜o e que a massa deveria ser uma consequeˆncia
da mesma. Pode-se verificar facilmente que a combinac¸a˜o quadra´tica,
(ψ¯ψ)′ 2+(ψ¯iγ5ψ)
′ 2, de covariantes bilineares e´ invariante sob tais trans-
formac¸o˜es
(ψ¯ψ)′ 2 → (ψ¯ψ)2 cos2 2α+ 2i(ψ¯ψ)(ψ¯γ5ψ) cos 2α sin 2α
+(ψ¯iγ5ψ)
2 sin2 2α ,
(iψ¯γ5ψ)
′ 2 → (ψ¯iγ5ψ)2 cos2 2α− 2i(ψ¯γ5ψ)(ψ¯ψ) cos 2α sin 2α
+(ψ¯ψ)2 sin2 2α ,
(2.7)
ou seja, isso demonstra que a combinac¸a˜o quadra´tica tambe´m e´
invariante
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(ψ¯ψ)′ 2 + (iψ¯γ5ψ)
′ 2 → (ψ¯ψ)2 + (ψ¯iγ5ψ)2 . (2.8)
As particularidades do campo de gauge bosoˆnico (glu´ons) Aaµ
que acopla aos campos fermioˆnicos (quarks), ψ, sa˜o efetivamente
simuladas por uma na˜o linearidade inerente do pro´prio acoplamento do
campo fermioˆnico, resultando em uma interac¸a˜o puntual de contato.
Considerando os fatos acima, podemos assumir uma densidade de
lagrangiana para o modelo como
L = ψ¯(iγµ∂
µ −m)ψ +GS [(ψ¯ψ)2 + (ψ¯iγ5~τψ)2], (2.9)
onde ~τ e´ o vetor composto pelas matrizes de Pauli que sa˜o definidas no
espac¸o de isospin necessa´rio para descrever os dois sabores de quarks
leves (u, d). Os u´nicos paraˆmetros utilizados no modelo NJL sa˜o,
respectivamente, a constante de acoplamento escalar GS e a massa
nua de corrente dos quarks, m.
No limite de baixas energias e longos comprimentos de onda,
o modelo de NJL torna-se uma aproximac¸a˜o razoa´vel para a QCD,
porque nestas condic¸o˜es os graus de liberdade dos glu´ons ainda estariam
adormecidos nas interac¸o˜es puntuais. Assim como a teoria de Fermi
para o decaimento β, a interac¸a˜o de quatro fe´rmions puntual de NJL
e´ uma teoria na˜o renormaliza´vel. Isso significa que o cara´ter puntual
das interac¸o˜es nesta teoria efetiva deve resultar em divergeˆncias, as
quais na˜o podem ser facilmente removidas por meio da redefinic¸a˜o dos
paraˆmetros originais da teoria para torna´-la finita.
No caso do modelo de NJL em (3+1)d, as combinac¸o˜es de
operadores de campo na lagrangiana, Eq.(2.9), determinam que a
constante de acoplamento GS deve ter dimenso˜es de fm
2 (ou MeV−2).
Os crite´rios de renormalizabilidade [26, 27] garantem que uma teoria
e´ renormaliza´vel se a constante de acoplamento possui dimensa˜o de
comprimento com expoente menor ou igual a zero, o que na˜o e´ o
caso no modelo de NJL. Uma teoria na˜o renormaliza´vel requer uma
quantidade infinita de contratermos para cancelar todas as divergeˆncias
que cresceriam indefinidamente em quantidade. Dessa maneira, seria
necessa´ria uma quantidade infinita de paraˆmetros livres na teoria o
que a tornaria inu´til. Ao conceder ao formalismo de NJL o papel de
uma teoria efetiva, podemos estabelecer que o modelo e´ apenas va´lido
ate´ determinado limite ma´ximo caracter´ıstico de energia. Geralmente,
limita-se a energia por meio de um corte (cutoff, Λ) no momento
das part´ıculas. o qual e´ acrescentado como regulador de divergeˆncia
(procedimento de regularizac¸a˜o).
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Como sera´ visto na sec¸a˜o 2.6, os paraˆmetros livres da teoria (m,
GS e Λ) sa˜o usualmente fixados ajustando adequadamente os valores
de observa´veis fenomenolo´gicos como a massa do pion, mπ, a constante
de decaimento do pion, fπ, e o valor esperado do condensado de quarks
no va´cuo, 〈ψ¯ψ〉. A interpretac¸a˜o da interac¸a˜o de NJL em termos dos
diagramas de Feynman pode ser vista na pro´xima Fig.(2.1), onde o
cara´ter de interac¸a˜o 4-puntual torna-se evidente. A diferenc¸a entre
os canais escalar e pseudo-escalar esta´ restrita apenas ao ca´lculo do
ve´rtice.
Diferentemente do emparelhamento BCS ele´tron-ele´tron em su-
percondutores, o modelo de NJL aplicado a QCD resulta em uma con-
densac¸a˜o de pares entre uma part´ıcula, ψ, e sua antipart´ıcula, ψ¯. Este
estado composto na linguagem da teoria BCS e´ usualmente chamado de
uma quase part´ıcula. Pares de Cooper envolvendo a atrac¸a˜o part´ıcula-
part´ıcula aparecem na QCD quando introduzimos a hipo´tese de con-
densados diquark para a formac¸a˜o de um estado supercondutor de cor.
Quando as interac¸o˜es sa˜o inclu´ıdas, verifica-se que tais sistemas de
fe´rmions assintoticamente livres adquirem massa atrave´s do mecanismo
de quebra dinaˆmica de simetria [28].
Figura 2.1: Diagramas de Feynman em n´ıvel de a´rvore implic´ıtos na lagrangiana
de Nambu–Jona-Lasinio. O primeiro termo da soma representa a propagac¸a˜o de um
fe´rmion livre. O segundo termo, corresponde a interac¸a˜o de um fe´rmion com um
antife´rmion por meio de um ve´rtice escalar. O u´ltimo termo refere-se a interac¸a˜o
fe´rmion-antife´rmion atrave´s de um ve´rtice pseudo-escalar
2.3 A Transformac¸a˜o de Bogoliubov-Valatin
De modo a obter a massa efetiva gerada dinamicamente, podemos em-
pregar o procedimento original de Bogoliubov-Valatin na obtenc¸a˜o da
equac¸a˜o de gap de massa para a teoria da supercondutividade. Con-
siderando inicialmente um sistema fermioˆnico de quarks e antiquarks
na˜o interagentes e sem massa em um volume unita´rio, um campo ψ(x, t)
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representando estas part´ıculas pode ser escrito como uma representac¸a˜o
de Fourier em termos dos operadores de aniquilac¸a˜o b~p,s e criac¸a˜o d
†
~p,s
no instante t = 0 como
ψ(~x, 0) =
∑
s
∫
d3p
(2π)3
[b~p,su~p,se
i~p·~x + d†~p,sv~p,se
−i~p·~x] , (2.10)
onde os espinores u~p,s e v~p,s sa˜o autoestados da helicidade s:
6p u~p,s = 0 ,
6p v~p,s = 0 .
(2.11)
Na te´cnica de Bogoliubov, o va´cuo perturbativo desemparelhado | 0 〉 de
fe´rmions ψ(x, t) propagando-se livremente e´ rotacionado na presenc¸a
da fraca interac¸a˜o atrativa de emparelhamento de NJL GS [(ψ¯ψ)
2 +
(ψ¯iγ5~τψ)
2]. Essa rotac¸a˜o nos leva a outro estado fundamental o qual
pode ser expresso em termos de uma soluc¸a˜o variacional de va´cuo na˜o
trivial [29]
|vac〉 =
∏
~p,s
[
cos θs(~p) + s sin θs(~p)b
†
~p,sd
†
−~p,s
]| 0 〉 . (2.12)
Tal ansatz para o estado fundamental representa um estado coerente de
pares ψψ¯ com momento e helicidade totais nulos. Sua correspondente
aniquilac¸a˜o ocorre por meio da aplicac¸a˜o de novos operadores de quase
part´ıcula B~p,s and D~p,s de Bogoliubov-Valatin definidos como
B~p,s = cos θs(~p)b~p,s + s sin θs(~p)d
†
−~p,s ,
D~p,s = cos θs(~p)d~p,s − s sin θs(~p)b†−~p,s .
(2.13)
Na presenc¸a da interac¸a˜o hamiltoniana quiral de NJL carac-
ter´ıstica
H = −iψ¯γi∂iψ −GS [(ψ¯ψ)2 + (ψ¯iγ5~τψ)2] , (2.14)
podemos calcular o valor esperado para a energia total W =
〈vac|H |vac〉 relativamente a um aˆngulo arbitra´rio de rotac¸a˜o φ(p) =
2θ(~p) no sistema de quarks contendo Nc nu´mero de cores e Nf nu´mero
de diferentes sabores
W [φ] = −2NcNf
∫
d3p
(2π)3
p cosφ(p) − 4GS(NcNf )2
[∫
d3p
(2π)3
sinφ(p)
]2
.
(2.15)
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Para encontrar a massa adquirida dinamicamente pelo condensado, a
seguinte condic¸a˜o de minimizac¸a˜o variacional deve ser satisfeita
δW
δφ(p)
= 0 , (2.16)
a qual resulta na seguinte expressa˜o
p tanφ(p) = 4GSNcNf
∫
d3p
(2π)3
sinφ(p) . (2.17)
O aˆngulo φ(p) indica o quanto a energia total projeta-se ao longo da
massa constante gerada M
sinφ(p) =
M√
p2 +M2
=
M
Ep
e tanφ(p) =
M
p
. (2.18)
Assim, deduzimos a chamada equac¸a˜o de gap de massa, a qual oferece
a configurac¸a˜o de mı´nimo para a energia total:
M = 4GSNcNf
∫
d3p
(2π)3
M√
p2 +M2
. (2.19)
Se na interac¸a˜o hamiltoniana de NJL Eq.(2.14) for inclu´ıda uma
massa de corrente m na˜o nula para os quarks, devemos apenas
adicionar esta constante a equac¸a˜o acima. Como dito no in´ıcio desta
sec¸a˜o, a te´cnica de Bogoliubov-Valatin foi utilizada inicialmente na
teoria da supercondutividade para obter a respectiva equac¸a˜o do gap.
Aqui, introduzimos essa maneira alternativa apenas para delinear o
desenvolvimento histo´rico que culminou na concepc¸a˜o do modelo de
NJL.
2.4 Autoenergia na Aproximac¸a˜o de Campo
Me´dio
Infelizmente, o me´todo variacional de Bogoliubov e´ dif´ıcil de ser
aplicado quando tentamos estender o conceito de quase part´ıculas
na presenc¸a de outros efeitos externos, como temperatura finita e
densidade de part´ıculas. Em vez disso, e´ costume empregar ferramentas
matema´ticas mais apropriadas as quais usam func¸o˜es de Green para
teorias de muitos corpos (veja [30]). Com este me´todo pode-se obter o
mesmo resultado encontrado na sec¸a˜o anterior para a equac¸a˜o de gap
de massa.
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Na aproximac¸a˜o de campo me´dio (MFA) [30], a massa do fe´rmion
(quark) gerada dinamicamente vem de sua interac¸a˜o com todas as
outras part´ıculas restantes do sistema. Cada fe´rmion propaga-se em
um potencial de part´ıcula independente e “enxerga”todas as outras
part´ıculas sendo aproximadas por uma interac¸a˜o de campo me´dio que
permeia todo o volume considerado. Este procedimento e´ equivalente a
outros me´todos como a aproximac¸a˜o de Hartree (HA) e a expansa˜o em
Nc-grande (LNc). Deste ponto de vista, um ca´lculo da massa do fe´rmion
consiste simplesmente em avaliar a autoenergia correspondente que e´
induzida por tal campo me´dio circundante. As principais contribuic¸o˜es
para a autoenergia relativas a um quark propagando-se com massa
nua m usando a HA em primeira ordem diagrama´tica que devemos
considerar sa˜o mostradas na Fig. 2.2
Figura 2.2: Contribuic¸o˜es de primeira ordem na autoenergia para a massa de um
quark na aproximac¸a˜o de Hartree.
Um quark propagando-se como part´ıcula independente entre
dois pontos x e x′ no espac¸o-tempo e´ caracterizado por uma func¸a˜o
de Green do propagador iS(x, x′) = 〈T ψ¯(x)ψ(x′)〉 temporalmente
ordenada. Logo, a equac¸a˜o de Dirac que deve ser satisfeita com a
massa renormalizada de autoenergia Σ =M pode ser escrita como
(i 6∂ − Σ)S(x, x′) = δ(4)(x− x′) . (2.20)
A saber, a soluc¸a˜o desta equac¸a˜o deve ser o propagador para o
quark vestido S(p) = i(6p −M)−1 com o valor de massa caracter´ıstica
M . Para a lagrangiana de NJL, ambos os ve´rtices de interac¸a˜o (ψ¯ψ)2
(escalar) e (ψ¯iγ5~τψ)
2 (pseudo-escalar) contribuem para a totalizac¸a˜o
da autoenergia Σ.
Para o canal escalar, o termo de Hartree permite um certo
nu´mero de possibilidades de emissa˜o e absorc¸a˜o de quarks pelo quantum
bosoˆnico de interac¸a˜o. Isto ocorre porque o lac¸o de quark impl´ıcito deve
variar nos espac¸os de cor, sabor e espinor. Assim, devemos avaliar os
respectivos trac¸os
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Σs = 2GSTr [iS(x, x)] escalar (2.21)
Se considerarmos o acoplamento pseudo-escalar, o correspondente
termo de autoenergia de Hartree difere do termo escalar apenas por um
fator quadra´tico de iγ5~τ
Σps = 2GSiγ5~τT r [iS(x, x)] iγ5~τ pseudo-escalar (2.22)
O ca´lculo dos trac¸os relativamente aos graus de liberdade de cor
e sabor nos mostra que o termo pseudo-escalar na˜o contribui na HA
porque Tr(γ5~τ ) = 0. Calculando o trac¸o do termo escalar de Hartree
dara´ o seguinte resultado para a massa total
Σ = m+ 2iGSNcNf
∫
d4p
(2π)4
TrS(p) . (2.23)
Inserindo o propagador correspondente ao quark vestido S(p),
chegamos a um resultado semelhante ao obtido com o formalismo BCS
M = m+ i8GSNcNf
∫
d4p
(2π)4
M
(p2 −M2) . (2.24)
A principal diferenc¸a entre estes dois resultados, Eq.(2.24) e
Eq.(2.19), e´ a dependeˆncia na energia, (p0), a qual na˜o e´ levada em
considerac¸a˜o na expressa˜o de Bogoliubov-Valatin. Esta integrac¸a˜o
adicional na energia (ou mais precisamente no tempo) ira´ permitir a
inclusa˜o de efeitos de temperatura finita e o estudo do comportamento
dos condensados de quarks em func¸a˜o desta. A equac¸a˜o do gap pode
ser associada a equac¸a˜o de Dyson para o propagador do quark vestido,
onde os respectivos diagramas sa˜o mostrados na Fig.(2.3)
Figura 2.3: Equac¸a˜o diagrama´tica de Dyson para o propagador do quark vestido.
A linha fina representa a massa nua, m, e a linha espessa no lac¸o esta´ relacionada
a` correc¸a˜o de massa de Hartree.
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A linha fina representa o propagador nu S0(p) = i(6p−m)−1 para
o quark com massa de corrente, m, e a linha espessa do lac¸o de quark
esta´ para o excesso de massa gerada dinamicamente pelo termo de
autointerac¸a˜o de Hartree.
2.5 Mate´ria de Quarks Quente e Densa
Para estudar a dependeˆncia do condensado de quarks com a temper-
atura, T , e densidade de part´ıculas, ρ, precisamos considerar o for-
malismo e te´cnicas desenvolvidas pelas chamadas teorias de campo em
temperaturas finitas [31]. As propriedades termodinaˆmicas de um en-
semble de part´ıculas fermioˆnicas sa˜o completamente determinadas pela
definic¸a˜o de uma func¸a˜o de partic¸a˜o Z (µ, T, V ) sobre as correspon-
dentes me´dias te´rmicas
Z (T, V ) = Tr exp[−βHˆ ] =
∑
n
〈ψn|e−βHˆ |ψn〉 , (2.25)
onde β e´ definido como o inverso da temperatura, 1/T . Como
pretendemos incluir efeitos de densidade finita, e´ comum associar um
dado potencial qu´ımico µ ao custo energe´tico relativo a inclusa˜o de N
part´ıculas no volume V do sistema com hamiltoniana H
Z (µ, T, V ) = Tr exp[−β(Hˆ − µNˆ)] =
∑
n
〈ψn|e−β(Hˆ−µNˆ)|ψn〉 . (2.26)
Os observa´veis termodinaˆmicos que podem ser obtidos a partir desta
func¸a˜o de partic¸a˜o sa˜o
a pressa˜o, P (µ, T ) = T
lnZ
V
,
a densidade de entropia, s(µ, T ) =
S
V
=
(
∂P
∂T
)
µ
,
a densidade de nu´mero de part´ıculas, ρ(µ, T ) =
N
V
=
(
∂P
∂µ
)
T
,
e a densidade de energia, ε(µ, T ) =
E
V
= −P + Ts+ µρ .
(2.27)
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A energia interna infinitesimal dE(S, V,N) = −PdV +TdS+µdN
assumida pelo sistema termodinaˆmico cresce quando a diferenc¸a entre
o nu´mero de part´ıculas e antipart´ıculas aumenta por dN , segundo a
seguinte raza˜o
µ =
(
∂E
∂N
)
S,V
. (2.28)
Em baixas temperaturas (T → 0), o arranjo destas part´ıculas
fermioˆnicas de spin 1/2 e´ determinado pelo princ´ıpio da exclusa˜o de
Pauli e os estados de energia sa˜o preenchidos ate´ o n´ıvel de Fermi, εF .
Caso seja produzido um excesso (ou de´ficit) em uma das espe´cies de
part´ıculas, a repulsa˜o de Pauli garante sua respectiva porc¸a˜o de energia
µdN . Quando a temperatura se eleva, os estados de energia ale´m do
n´ıvel de Fermi sa˜o ocupados. Ale´m disso, um consequente aumento nas
poss´ıveis configurac¸o˜es de microestados resulta em valores na˜o nulos de
entropia.
Quando se utiliza o formalismo de integrais de trajeto´ria de
Feynman da teoria quaˆntica de campos, a principal ferramenta usada
para calcular as amplitudes de transic¸a˜o 〈ψn(0, ~x)|e−iHt|ψn(0, ~x)〉 e´ o
gerador funcional Z[η(x), η¯(x)]
Z[η(x), η¯(x)] = 〈ψn|e−iHt|ψn〉η,η¯
=
∫
DψDψ¯ exp
{
− i
∫ t
0
dt
∫
d3x
[
L (ψ, ψ¯) + ηψη¯ψ
]}
,
(2.29)
onde η(x), η¯(x) sa˜o fontes externas para criac¸a˜o de part´ıculas ou
antipar´ıculas, respectivamente. O s´ımbolo D representa os produtos
de medidas funcionais de integrac¸a˜o nos campos fermioˆnicos
Dψ =
∏
i
dψi(xi) . (2.30)
Para part´ıculas de Dirac, os campos ψ(xi) e ψ¯(xi) sa˜o varia´veis Grass-
manianas cujos valores devem obedecer certas relac¸o˜es de antico-
mutac¸a˜o para preservar o cara´ter espinorial das soluc¸o˜es da equac¸a˜o de
Dirac. Torna-se uma simples observac¸a˜o estabelecer que as equac¸o˜es
Eq.(2.25) e Eq.(2.29) representam a mesma quantidade f´ısica. Com-
parando estas expresso˜es, concluimos que uma substituic¸a˜o conveniente
da varia´vel de integrac¸a˜o no tempo imagina´rio τ = it pelo inverso da
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temperatura β nos conduz a tal identificac¸a˜o. Assim, a relac¸a˜o exis-
tente entre a func¸a˜o de partic¸a˜o termodinaˆmica Z e o gerador funcional
Z da teoria quaˆntica de campos e´ obtida atrave´s da associac¸a˜o 2
it→ 1
T
. (2.31)
Na sequeˆncia, usaremos estas definic¸o˜es formais da teoria te´rmica de
campo para estudar o modelo efetivo de NJL aplicado a mate´ria de
quarks em condic¸o˜es ambientes de elevada temperatura e densidade.
2.5.1 NJL em Temperatura e Densidade Finitas
Podemos obter um potencial termodinaˆmico Ω(µ, T,M) pelo uso de
te´cnicas diagrama´ticas da teoria te´rmica de campo, de modo que sua
relac¸a˜o com a func¸a˜o de partic¸a˜o seja a seguinte
Z = e−Ω/(TV ) . (2.32)
A pressa˜o P (µ, T,M) tambe´m pode ser calculada usando a primeira
equac¸a˜o escrita em Eq.(6.2)
Ω(µ, T,M) = −P (µ, T,M) . (2.33)
Assumindo a densidade de lagrangiana de NJL Eq.(2.9) no formalismo
de integrais de trajeto´ria Eq.(2.29), podemos escrever o gerador
funcional Z como
Z =
∫
DψDψ¯ exp
{
− i
∫ t
0
dt
∫
d3x
[
ψ¯(iγµ∂
µ −m)ψ
+GS [(ψ¯ψ)
2 + (ψ¯iγ5~τψ)
2] + ηψη¯ψ
]}
.
(2.34)
Ao conectar o sistema a um reservato´rio de part´ıculas temos
que a densidade de hamiltoniana original de NJL descresce de uma
quantidade de energia µN , como discutido antes. Como a densidade
no nu´mero de part´ıculas ρ e´ calculada como ψ†ψ temos o seguinte
gerador funcional, calculado em densidade finita
Z = Tr exp
[
− 1
T
∫
d3x(Hˆ − µψ†(x)ψ(x))
]
. (2.35)
2veja por exemplo o cap´ıtulo 17 de [32]
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Assim, em termos de uma formulac¸a˜o lagrangiana, significa que a
energia no termo cine´tico e´ deslocada por
ψ†ψµ→ ψ¯γ0µψ → ψ¯i(
desvio na energia
γ0∂
0 + γi∂
i)ψ + ψ¯γ0µψ , (2.36)
ou de modo equivalente, as frequeˆncias ω relativas aos estados permi-
tidos de energia sa˜o deslocadas por uma fase imagina´ria
p0 → i(ω − iµ) . (2.37)
2.5.2 Versa˜o Bosonizada da Lagrangiana de NJL
Mesmo como uma teoria efetiva a` QCD, a soluc¸a˜o na˜o linear do modelo
de NJL ainda permanece um problema dif´ıcil. As na˜o linearidades
dos campos fermioˆnicos impedem qualquer maneira simples de se
encontrar o gerador funcional dado pela Eq.(2.34). O procedimento de
bosonizac¸a˜o e´ uma tentativa de simplificar esta tarefa, tratando estes
campos fermioˆnicos interagentes como estados bosoˆnicos condensados.
Como vimos antes, a interac¸a˜o de NJL efetivamente conte´m
bilineares quadra´ticos os quais simulam e escondem os efeitos de
um acoplamento de campo de calibre inerente. Dessa maneira,
interpretamos os dois canais de interac¸a˜o (ψ¯ψ)2 e (ψ¯iγ5~τψ)
2 em termos
da aproximac¸a˜o de campo me´dio. A interac¸a˜o entre os quarks no
dif´ıcil problema de muitos corpos e´ substitu´ıda pela ac¸a˜o de campos
efetivos me´dios (condensados) agindo externamente em cada quark.
Linearizando estes ve´rtices de quatro fe´rmions podemos considerar o
aparecimento dos condensados 〈ψ¯ψ〉 e 〈ψ¯γ5~τψ〉
(ψ¯ψ − 〈ψ¯ψ〉)2 = (ψ¯ψ)2 − 2〈ψ¯ψ〉ψ¯ψ + 〈ψ¯ψ〉2 ,
(ψ¯iγ5~τψ − 〈ψ¯γ5~τψ〉)2 = (ψ¯iγ5~τψ)2 − 2〈ψ¯γ5~τψ〉ψ¯iγ5~τψ + 〈ψ¯γ5~τψ〉2 ,
(2.38)
onde quaisquer diferenc¸as de ordem quadra´tica entre o campo me´dio
dos condensados e os valores do campo de quarks interagentes sa˜o
negligenciadas (ψ¯ψ − 〈ψ¯ψ〉)2 ∼ 0 e (ψ¯iγ5ψ − 〈ψ¯γ5~τψ〉)2 ∼ 0. Assim,
podemos encontrar as seguintes expresso˜es
(ψ¯ψ)2 ≈ 2〈ψ¯ψ〉ψ¯ψ − 〈ψ¯ψ〉2 ,
(ψ¯iγ5ψ)2 ≈ 2〈ψ¯γ5~τψ〉ψ¯iγ5ψ − 〈ψ¯γ5~τψ〉2 .
(2.39)
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Ao multiplicar as aproximac¸o˜es acima pela constante de acopla-
mento temos
GS(ψ¯ψ)
2 ≈ 2GS〈ψ¯ψ〉ψ¯ψ −GS〈ψ¯ψ〉2 ,
GS(ψ¯iγ
5ψ)2 ≈ 2GS〈ψ¯γ5~τψ〉ψ¯iγ5ψ −GS〈ψ¯γ5~τψ〉2 .
(2.40)
Podemos considerar dois bilineares de campo, um relativo ao con-
densado escalar quark-antiquark σ = −2GS〈ψ¯ψ〉 e outro devido sim-
plesmente ao condensado pseudo-escalar ~π = −2GS〈ψ¯γ5~τψ〉. Estes
campos auxiliares usualmente nomeados como σ e ~π, sa˜o implemen-
tados de modo a representar as trocas dos me´sons sigma e pion re-
spectivamente. Como uma teoria mesoˆnica efetiva, a interac¸a˜o SU(2)
de Nambu–Jona-Lasinio pode assim ser interpretada em termos de
graus de liberdade fermioˆnicos que eventualmente condensam em es-
tados bosoˆnicos de me´son. Substituindo as aproximac¸o˜es acima para
(ψ¯ψ)2 e (ψ¯iγ5~τψ)
2 na lagrangiana de NJL, Eq.(2.9), encontramos a sua
versa˜o bosonizada
L = ψ¯(i 6∂ −m)ψ − 1
4GS
(σ2 + π2)− (σψ¯ψ + ψ¯iγ5~τ · ~πψ) . (2.41)
Por outro lado, e´ poss´ıvel chegar a essa versa˜o bosonizada
adicionando livremente um termo bosoˆnico quadra´tico na lagrangiana,
Eq.(2.9), sem modificar as equac¸o˜es de movimento
1
4GS
(σ + 2GSψ¯ψ)
2 ,
1
4GS
(~π + 2GSψ¯iγ5~τψ)
2 ,
(2.42)
Um ca´lculo posterior dos condensados de quark-antiquark nos
mostra que somente o condensado escalar sobrevive e que aquele
referente ao acoplamento pseudo-escalar se anula porque Tr(γ5γµ) = 0
e Tr(γ51) = 0
σ ≡ 〈ψ¯ψ〉 = Tr
∫
d4p
(2π)4
6p−M
p2 −M2 = −Tr
∫
d4p
(2π)4
M
p2 −M2 ,
~π ≡ 〈ψ¯γ5~τψ〉 = Tr
∫
d4p
(2π)4
γ5
6p−M
p2 −M2 = 0 ,
(2.43)
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onde a contribuic¸a˜o do canal do pion se anula como ja´ hav´ıamos
discutido.
2.5.3 O Potencial Termodinaˆmico e a Equac¸a˜o do
Gap
Como o condensado pseudo-escalar e´ nulo, assume-se a lagrangiana
Eq.(2.41) dependendo apenas do campo σ, com o ca´lculo restrito ao
plano π = 0
L = ψ¯[i 6∂ − (m+ σ)]ψ − σ
2
4GS
. (2.44)
Aplicando adequadamente as regras de Feynman aos diagramas
representados na Fig.(2.3) no´s encontramos o seguinte
Ω(σ) =
σ2
4GS
− i
∫
d4p
(2π)4
Tr {ln [ 6p− (m + σ)]} . (2.45)
Avaliando o trac¸o da expressa˜o acima e usando a identidade
Tr[ln (6Q−M)] = ln[Det(6Q −M)] = 2NcNf ln (Q2 −M2) [33], todas
as possibilidades no lac¸o de Hartree sa˜o consideradas e encontramos
Ω(σ) =
σ2
4GS
+ i2NcNf
∫
d4p
(2π)4
ln[p2 − (m+ σ)2] . (2.46)
A soma da massa nuam e com o valor esperado do campo me´dio σ gera
a massa efetiva total M = m + σ¯, a qual e´ associada ao condensado
quark-antiquark. Compare esta expressa˜o para a massa efetiva com o
diagrama da Fig(2.3). O valor particular σ¯ assumido pelo campo me´dio
gene´rico σ estabelece o valor da contribuic¸a˜o de autoenergia. Tal valor
σ¯ assumido pelo campo auxiliar σ pode ser determinado atrave´s de uma
condic¸a˜o de minimizac¸a˜o da energia livre termodinaˆmica Ω
dΩ
dσ
∣∣∣∣
σ¯
= 0 =
σ¯
2GS
− i4NcNf
∫
d4p
(2π)4
(m+ σ¯)
[p2 − (m+ σ¯)2] . (2.47)
Substituindo o valor me´dio, σ¯ =M −m, na expressa˜o acima nos
fornece
(M −m)
2GS
− i4NcNf
∫
d4p
(2π)4
M
[p2 −M2] = 0 , (2.48)
e a partir disso encontramos a condic¸a˜o autoconsistente para a massa
efetiva
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M = m+ i8GSNcNf
∫
d4p
(2π)4
M
(p2 −M2) . (2.49)
Com a soluc¸a˜o iterada desta equac¸a˜o, o valor da massa efetiva M
pode ser encontrado e substitu´ıdo novamente na func¸a˜o de partic¸a˜o,
Eq. (2.46). Assim, no ponto de mı´nimo, temos
Ω(µ, T,M) =
(M −m)2
4GS
+ i2NcNf
∫
d4p
(2π)4
ln[p2 −M2] . (2.50)
2.5.4 Modos de Matsubara em Temperatura e Den-
sidade Finitas
Agora, os efeitos de um banho te´rmico sa˜o introduzidos pela substi-
tuic¸a˜o usual do tempo imagina´rio pelo inverso da temperatura. De
acordo com a teoria te´rmica de campo, somente as frequeˆncias discre-
tas de Matsubara, ων , devem fornecer as corretas condic¸o˜es de contorno
antiperio´dicas ψ(τ = 0, ~x) = −ψ(τ = β, ~x) necessa´rias para tornar esta
correspondeˆncia va´lida
ων =
(2ν + 1)π
β
(fe´rmions) . (2.51)
A integral no tempo imagina´rio e´ substitu´ıda pela soma de Matsubara
[31] sobre estes modos permitidos e o vetor quadrimomento torna-se
p ≡ (iων , ~p)
Ω =
(M −m)2
4GS
− 2NcNfT
+∞∑
ν=−∞
∫
d3~p
(2π)3
ln[ω2ν + p
2 +M2] . (2.52)
Considerando um meio denso atrave´s da substituic¸a˜o dada pela
Eq.(2.37), somos capazes de introduzir a dependeˆncia no potencial
qu´ımico
Ω =
(M −m)2
4GS
− 2NcNfT
∑∫ d3~p
(2π)3
ln[(ων − iµ)2 + E2] . (2.53)
A integral acima na soma infinita de frequeˆncias de Matsubara∑
ν(ω
2
ν + x
2) deve ser divergente. No entanto, podemos separar esta
divergeˆncia (devida ao termo de va´cuo que e´ proporcional a E) e deixar
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a contribuic¸a˜o te´rmica convergente. Este resultado pode ser encontrado
em muitos livros-texto [32, 34] como
T
+∞∑
ν=−∞
ln[(ων−iµ)2+E2] = E+T ln[1+e−(E+µ)/T ]+T ln[1+e−(E−µ)/T ] .
(2.54)
Inserindo esta identidade no potencial termodinaˆmico chega-se a
Ω =
(M −m)2
4GS
− 2NcNf
∫
d3~p
(2π)3
{
E + T ln[1 + e−(E+µ)/T ]
+T ln[1 + e−(E−µ)/T ]
}
.
(2.55)
O mesmo procedimento formal pode ser aplicado a equac¸a˜o Eq.(2.49)
M = m+ 2 · 4GSNcNf
∑∫ d3~p
(2π)3
M
(p2 −M2) , (2.56)
por meio do uso da derivada logar´ıtmica de Matsubara
d
dx
∑
ν
ln (ω2ν + x
2) = 2
∑
ν
x
(ω2ν + x
2)
, (2.57)
e assim obtemos a seguinte equac¸a˜o do gap
M = m+ 4GSNcNf
∫
d3~p
(2π)3
M
Ep
[
1− np(µ, T,M)− n¯p(µ, T,M)
]
,
(2.58)
onde os efeitos de um banho te´rmico e de um reservato´rio de part´ıculas
sa˜o facilmente vistos pela diferenc¸a com a expressa˜o Eq.(2.19) causada
pelos nu´meros de ocupac¸a˜o de Fermi, np, (excesso de part´ıculas) and,
n¯p, (excesso de antipart´ıculas)
np(µ, T,M) =
1
1 + e(Ep−µ)/T
n¯p(µ, T,M) =
1
1 + e(Ep+µ)/T
.
(2.59)
A partir das equac¸o˜es Eqs.(6.2) verifica-se que a densidade do
nu´mero de part´ıculas no sistema e´ dada pela derivada
ρ = −
(
∂Ω
∂µ
)
T
. (2.60)
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O excesso em uma das espe´cies de part´ıcula-antipart´ıcula e´
contabilizado pela diferenc¸a entre os nu´meros de ocupac¸a˜o
ρ(µ, T,M) = 2NcNf
∫
d3~p
(2π)3
[
np(µ, T,M)− n¯p(µ, T,M)
]
. (2.61)
2.5.5 Regularizac¸a˜o das Integrais Divergentes
Como discutido antes, conseguimos simular eficazmente algumas pro-
priedades da QCD no modelo (3+1)d de NJL atrave´s da introduc¸a˜o de
interac¸o˜es efetivas de contato. Em func¸a˜o disso, esta teoria carrega con-
sigo um problema sisteˆmico de na˜o renormalizabilidade o qual deve ser
submetido a um processo de regularizac¸a˜o. Das equac¸o˜es Eqs.(2.55),
(2.58) e (2.62) podemos observar que a contribuic¸a˜o de va´cuo pro-
porcional a E no primeiro termo das integrais deve divergir quando
tomamos o limite p→∞. De modo a evitar este inconveniente, pode-
mos resolver esta parte das integrais fazendo uso de algum esquema de
regularizac¸a˜o [29, 35]. Existem muitos esquemas de regularizac¸a˜o dis-
tintos que podemos adotar para superar este problema matema´tico de
convergeˆncia. Particularmente, neste trabalho, as integrais divergentes
sera˜o avaliadas estabelecendo um cutoff na˜o covariante, Λ, no valor do
momentum e as integrais envolvendo termos exponenciais decrescentes
devem convergir.
2.5.6 NJL em Temperatura Nula e Densidade
Finita
Quando a temperatura vai a zero, a distribuic¸a˜o de Fermi fica
caracterizada por uma func¸a˜o degrau de Heaviside, apresentando uma
descontinuidade em µ = EF . Sem as contribuic¸o˜es te´rmicas, o potencial
qu´ımico deve ser dado pela energia de Fermi, EF , do sistema. Assim,
neste limite, o potencial termodinaˆmico torna-se
Ω =
(M −m)2
4GS
− 2NcNf
∫
d3~p
(2π)3
[
E + (µ− E)Θ(µ− E)
]
. (2.62)
A determinac¸a˜o desta expressa˜o requer a avaliac¸a˜o da integral
na energia E e na func¸a˜o degrau para o potencial qu´ımico. Podemos
nomear eventualmente estas contribuic¸o˜es ao potencial termodinaˆmico
como um termo Ωvac relacionado a` energia do va´cuo quando integramos
E no momento de zero ate´ o valor do cutoff Λ e como um outro termo
Ωmed devido a` contribuic¸a˜o do meio denso no potencial termodinaˆmico.
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Estas integrais sa˜o calculadas nos apeˆndices A e B, respectivamente.
Logo, em potencial qu´ımico diferente de zero e temperatura nula temos
o potencial termodinaˆmico escrito como
Ω =
(M −m)2
4GS
+
NcNf
8π2
[
M4 ln
(
Λ +
√
Λ2 +M2
M
)
−Λ
√
Λ2 +M2(2Λ2 +M2)−M4 ln
(
µ+
√
µ2 −M2
M
)
−5
3
µ(µ2 −M2)3/2 + µ3
√
µ2 −M2
]
.
(2.63)
A equac¸a˜o do gap pode ser obtida assumindo a condic¸a˜o de
mı´nimo por meio da primeira derivada do potencial termodinaˆmico
em relac¸a˜o a` massa
∂Ω
∂M
= 0 . (2.64)
No caso onde temos tanto a temperatura quanto o potencial
qu´ımico nulos devemos encontrar a seguinte expressa˜o
∂Ω
∂M
=
M −m
2GS
− 2NcNf
∫
d3~p
(2π)3
M
E
= 0 , (2.65)
de modo que, se resolvermos a integral acima verificamos a seguinte
relac¸a˜o autoconsistente para a massa efetiva dos quarks
M = m+
GSNcNfM
π2
[
Λ
√
Λ2 +M2 −M2 ln
(
Λ +
√
Λ2 +M2
M
)]
.
(2.66)
Por outro lado, se a temperatura e´ zero e o potencial qu´ımico na˜o
nulo, a equac¸a˜o do gap para a massa dos quarks deve ser determinada
resolvendo-se iterativamente a seguinte expressa˜o
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M = m+
GSNcNfM
π2
[
Λ
√
Λ2 +M2 −M2 ln
(
Λ +
√
Λ2 +M2
M
)
−µ
√
µ2 −M2 +M2 ln
(
µ+
√
µ2 −M2
M
)]
.
(2.67)
A densidade de part´ıculas pode ser relacionada ao momento de
Fermi, pF = Θ(µ−M)
√
µ2 −M2, como
ρ(µ,M) =
NcNf
3π2
[
Θ(µ−M)
√
µ2 −M2
]3
. (2.68)
2.6 Escolha dos Paraˆmetros
De agora em diante, no´s podemos definir que o valor de Λ, a
constante de acoplamento GS e a massa nua dos quarks m sejam
os u´nicos paraˆmetros livres nesta versa˜o do modelo de NJL. Seus
valores sa˜o escolhidos fixando os valores previstos para os observa´veis
fenomenolo´gicos medidos para a massa do pion mπ, para sua constante
de decaimento fπ e para o valor do condensado de quarks no va´cuo,
〈ψ¯ψ〉. Nas linhas seguintes, forneceremos as razo˜es pelas quais e como
tais quantidades f´ısicas esta˜o relacionadas aos paraˆmetros mencionados.
Usando o ve´rtice de NJL de 4-pontos, somos capazes de simular
a troca mesoˆnica atrave´s de uma aproximac¸a˜o por se´rie efetiva de fase
aleato´ria (Random Phase Approximation, RPA).
Figura 2.4: Diagramas relativos a expansa˜o em se´rie RPA para o propagador
mesoˆnico efetivo.
O propagador mesoˆnico efetivo pode ser extra´ıdo [21, 29] a partir
da definic¸a˜o para a matriz T de espalhamento quark-antiquark
TM (q
2) =
2GS
1− 2GSΠM (q2) , (2.69)
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onde a func¸a˜o de polarizac¸a˜o ΠM (q
2) e´ dada em termos do momento
transferido q por
ΠM (q
2) = i
∫
d4p
(2π)4
Tr[OMS(p+ q)OMS(p)]
onde
{ Oσ = 1 canal σ
Oπa = iγ5τa canal tripleto do ~π
(2.70)
Estas func¸o˜es de polarizac¸a˜o podem ser escritas como
Πσ(q
2) =
1
2GS
(
1− m
M
)
− 1
2
(q2 − 4M2)4NcNf i
×
∫
d4p
(2π)4
1
[(p+ q)2 −M2 + iε][p2 −M2 + iε] ,
Ππa(q
2) =
1
2GS
(
1− m
M
)
− 1
2
q24NcNf i
×
∫
d4p
(2π)4
1
[(p+ q)2 −M2 + iε][p2 −M2 + iε] .
(2.71)
A troca mesoˆnica efetiva TM deve divergir quando substitui-se
a massa do me´son mM . Seu valor pode ser determinado resolvendo
[21, 29] a seguinte equac¸a˜o
1− 2GSΠM (q20) = 0 quando q20 = m2M . (2.72)
As massas do pion mπ e do me´son mσ correspondem a soluc¸a˜o do
po´lo em q0
1− 2GSNcNf
π2
P
∫ Λ
0
p2
E
(
1− q
2
0
q20 − 4E2
)
dp = 0 para σ ,
1− 2GSNcNf
π2
P
∫ Λ
0
p2
E
(
1− q
2
0 − 4M2
q20 − 4E2
)
dp = 0 para ~π .
(2.73)
onde P e´ o valor principal de Cauchy da integral impro´pria. Ao
considerar o processo de decaimento do pion πb (isospin b) por meio
2.6 Escolha dos Paraˆmetros 59
de uma corrente axial parcialmente conservada (Partially-Conserved-
Axial-Current, PCAC) para um estado de va´cuo |0〉, define-se [29] a
seguinte relac¸a˜o
〈0|ψ¯γµγ5 τ
a
2
ψ|πb(q)〉 = iδabfπqµ . (2.74)
O diagrama de decaimento eletrofraco de um me´son pi pode ser
visto abaixo mostrando o acoplamento em loop de quark entre um pion
e o va´cuo.
Figura 2.5: Decaimento eletrofraco via a aniquilac¸a˜o de um loop de quark para
uma corrente axial Aµa com isospin a.
Este diagrama pode ser avaliado [29] de acordo com a seguinte
expressa˜o
f2π =
GπqqMNcNf
4π2
P
∫ Λ
0
p2
E(E2 − 1/4m2π)
dp . (2.75)
As constantes mπ, fπ e 〈ψ¯ψ〉 podem ser associadas a massa nua
dos quarks por meio da relac¸a˜o de Gell-Mann–Oakes–Renner [36]
m2πf
2
π = −2m〈ψ¯ψ〉 . (2.76)
De maneira a ajustar os valores fenomenolo´gicos observados para
fπ = 92.4 ± 0.2 MeV [37], mπ = 135 MeV [38] e 〈ψ¯ψ〉 3 fixamos
o conjunto de paraˆmetros livres (Λ, GS , m) que sera˜o usados em
nossos ca´lculos. Na literatura [33], encontram-se alguns conjuntos
de paraˆmetros bem conhecidos que podera˜o ser empregados neste
trabalho. Abaixo, mostramos alguns conjuntos
3O valor esperado para o condensado de quarks no va´cuo pode ser determinado
por exemplo em ca´lculos da rede [39] como 〈uu〉1/3 = −(231 ± 4 ± 8± 6) MeV ou
ter seu limite estabelecido atrave´s de regras de soma da QCD como 190MeV .
−〈uu〉1/3 . 260 MeV [40].
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Conjunto Λ [MeV] GSΛ
2 m [MeV] Mvac [MeV] 〈ψ¯ψ〉1/3
1 664.3 2.06 5.0 300 -250.8
2 587.9 2.44 5.6 400 -240.8
3 569.3 2.81 5.5 500 -242.4
4 568.6 3.17 5.1 600 -247.5
onde Mvac refere-se a` massa dos quarks no va´cuo, ou seja, T = 0 e
µ = 0. Neste cap´ıtulo, os resultados foram obtidos pela aplicac¸a˜o do
conjunto de paraˆmetros 2.
2.7 Soluc¸a˜o Nume´rica da Equac¸a˜o do Gap
A soluc¸a˜o autoconsistente da equac¸a˜o do gap Eq.(2.58) (ou Eq.(2.67)
em T = 0), para um dado par de paraˆmetros de controle (µ, T ) na
parametrizac¸a˜o adotada define o valor da massa efetiva M . Este valor
correspondera´ a soluc¸a˜o de mı´nimo global do potencial termodinaˆmico
Ω(µ, T,M), Eq.(2.55), e nestas condic¸o˜es nos tornamos capazes de
avaliar todos os observa´veis termodinaˆmicos. Plotando o potencial
termodinaˆmico em relac¸a˜o a M para um dado par arbitra´rio (µ, T )
chegamos as func¸o˜es representadas na Fig.(2.6).
Quando a temperatura T e/ou o potencial qu´ımico µ aumentam,
a forma do potencial termodinaˆmico muda de modo que a posic¸a˜o do
mı´nimo desloca-se ate´ que o valor de m seja alcanc¸ado. Esta passagem
pode ocorrer em treˆs maneiras: atrave´s de uma transic¸a˜o de primeira
ordem, atrave´s de uma transic¸a˜o de segunda ordem ou por um crossover
suave.
Na regia˜o pro´xima a µ = 0, conforme a temperatura se eleva,
a condic¸a˜o de dois mı´nimos de va´cuo modifica-se para um u´nico
mı´nimo diretamente. No painel superior da Fig.(2.7) sa˜o mostradas
as respectivas mudanc¸as no potencial termodinaˆmico produzidas pela
elevac¸a˜o da temperatura.
Em vez disso, pro´ximo a regia˜o de T = 0 no caso quiral,
quando o potencial qu´ımico se eleva, uma transic¸a˜o termodinaˆmica
diferente ocorre. Observa-se o aparecimento de um novo mı´nimo
local, o qual torna-se mais profundo a medida que o potencial qu´ımico
aumenta mais. Em um dado ponto, os treˆs mı´nimos exibem a mesma
profundidade e obtemos dois estados de va´cuo equivalentes para dois
valores f´ısicos de massa M ≥ 0. Esta caracter´ıstica estabelece a
coexisteˆncia de duas fases de densidades distintas na mesma pressa˜o
(visto que as profundidades dos mı´nimos sa˜o as mesmas vide equac¸a˜o
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Figura 2.6: Determinac¸a˜o do potencial termodinaˆmico de campo me´dio para
(µ = 0, T = 0) no caso quiral m = 0 (Painel superior) e para massa de corrente
finita m = 5.6 MeV (Painel inferior). O valor mı´nimo da func¸a˜o representa a massa
de va´cuo Mvac ∼ 400 MeV assumida pelo condensado. Aqui, no´s normalizamos
o potencial termodinaˆmico subtraindo a constante Ω(0, 0,Mvac), tal que seu valor
seja nulo em (µ = 0, T = 0).
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Figura 2.7: (Painel superior) Aumentando a temperatura de 150 − 200 MeV
observamos uma transic¸a˜o de fase de segunda ordem partindo de uma massa efetiva
finita (linha cheia) em direc¸a˜o a um estado mı´nimo na˜o massivo (curva pontilhada)
para µ = 0; (Painel inferior) Conforme o potencial qu´ımico varia de 300− 440 MeV
(T = 0), uma transic¸a˜o de primeira ordem ocorre, caracterizada principalmente
pelo aparecimento de um novo mı´nimo global.
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Eq.(2.33)). No painel inferior da Fig.(2.7) sa˜o mostrados os perfis de
potencial termodinaˆmico que exemplificam a coexisteˆncia de fase na
transic¸a˜o de primeira ordem. A transic¸a˜o de segunda ordem ocorre
quando o mı´nimo original em M 6= 0 se desloca ate´ o valor m de
maneira cont´ınua como pode ser visto na Fig.(2.8). A temperatura
cr´ıtica Tc de transic¸a˜o neste caso pode ser caracterizada pela situac¸a˜o
onde a curvatura no fundo do potencial e´ zero
∂2Ω
∂M2
∣∣∣∣
T=Tc
= 0 . (2.77)
Transição
Segunda
Ordem
Figura 2.8: Evoluc¸a˜o da forma do potencial termodinaˆmico no caso quiral (m = 0)
conforme a temperatura sobe da esquerda para a direita. O dois mı´nimos devem
desaparecer exatamente quando a curvatura e´ nula no fundo do potencial.
Diferentemente, a transic¸a˜o de primeira ordem fica caracterizada
pelo aparecimento de outro mı´nimo local o qual evolui para um mı´nimo
global (veja a Fig.(2.7)). Se a transic¸a˜o de primeira ordem ocorre, a
forma do potencial termodinaˆmico muda como mostrado na Fig.(2.9).
A linha de transic¸a˜o para um dado potencial qu´ımico de coexisteˆncia
µc fica caracterizada pela condic¸a˜o de igual profundidade (i.e. mesma
pressa˜o) para os treˆs mı´nimos coexistentes.
Primeira
Linha
Espinodal
Transição
Primeira
Ordem
Segunda
Linha
Espinodal
Figura 2.9: Mudanc¸as produzidas na forma do potencial efetivo no caso quiral
(m = 0) a medida que o potencial qu´ımico aumenta da esquerda para a direita. Os
mı´nimos de igual profundidade definem a linha de transic¸a˜o de primeira ordem e as
linhas espinodais sa˜o determinadas quando a derivada segunda e´ nula.
Ale´m disso, no ponto de inflexa˜o onde o mı´nimo central aparece,
quando a derivada segunda ∂2Ω/∂M2 = 0 e´ nula nesta posic¸a˜o,
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definimos a primeira linha espinodal. Se a derivada segunda e´ nula na
posic¸a˜o do primeiro mı´nimo original, enta˜o caracterizamos o segundo
limite espinodal. As linhas espinodais sa˜o os contornos separando a
regia˜o monofa´sica esta´vel da regia˜o de instabilidade de fases mu´ltiplas.
Flutuac¸o˜es na energia podem levar a estados metaesta´veis quando as
part´ıculas do sistema saltam do estado de mı´nimo global para o mı´nimo
local menos esta´vel. Esta decomposic¸a˜o espinodal difere da nucleac¸a˜o
porque ocorre uniformemente em todo o sistema, enquanto este u´ltimo
corresponde a um fenoˆmeno localizado. Podemos enunciar assim a
seguinte sequeˆncia de modificac¸o˜es no potencial termodinaˆmico: 1o¯
Inicialmente ocorre um ponto de inflexa˜o central o qual caracteriza a
primeira linha espinodal; 2o¯ Em seguida, na mesma posic¸a˜o, forma-
se um mı´nimo local metaesta´vel que evolui para um estado de mesma
pressa˜o que o mı´nimo global; 3o¯ A linha transic¸a˜o de primeira ordem
fica caracterizada por dois mı´nimos com a mesma profundidade; 4o¯ O
mı´nimo global inicial fica menos profundo ate´ desaparecer em um ponto
de inflexa˜o que estabelece a segunda linha espinodal.
Se a derivada primeira ∂Ω/∂M exibe uma descontinuidade
expl´ıcita, dois mı´nimos globais degenerados podem ocorrer no mesmo
valor de (µ, T ), definindo a coexisteˆncia de fases na transic¸a˜o de
primeira ordem. Caso contra´rio, se a descontinuidade aparece somente
na derivada segunda, devemos considerar uma transic¸a˜o de fase de se-
gunda ordem.
O comportamento da massa efetiva M sob valores crescentes de
temperatura e potencial qu´ımico e´ mostrado na Fig.(2.10). Fora do
limite quiral, a massa de corrente finita do quark impede a restaurac¸a˜o
total da simetria quiral e na˜o podemos observar uma transic¸a˜o de fase
verdadeira pro´ximo a µ = 0. A passagem do valor de massa efetiva do
va´cuo (aqui Mvac ∼ 400 MeV) para a massa de corrente do quark deve
ocorrer neste caso atrave´s de um crossover.
O gra´fico da esquerda corresponde a transic¸a˜o de fase de segunda
ordem no limite quiral (m = 0) e a uma transic¸a˜o do tipo crossover
no limite de massa de corrente finita (m = 5.6 MeV). O gra´fico da
direita exemplifica a transic¸a˜o de primeira ordem em ambos os casos.
Analogamente, podemos considerar a similaridade existente entre a
transic¸a˜o de fase em um sistema ferromagne´tico e a restaurac¸a˜o da
simetria quiral por meio de uma transic¸a˜o de 2a ordem. Em um
sistema magneticamente ordenado, quando a temperatura aumenta
a magnetizac¸a˜o total reduz-se a zero acima da temperatura cr´ıtica
de Curie. Ale´m desta temperatura os dipolos magne´ticos ficam
desordenados completamente e o sistema parece o mesmo em todas as
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Figura 2.10: Dependeˆncia da massa efetiva M na temperatura em µ = 0 (Painel
superior) e no potencial qu´ımico em T = 0 (Painel inferior). No gra´fico da esquerda
observamos uma transic¸a˜o de fase de segunda ordem no caso quiral (m = 0) e
um crossover com m = 5.6 MeV. No gra´fico da direita, ambos os casos esta˜o
relacionados a transic¸a˜o de primeira ordem.
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direc¸o˜es significando que a simetria e´ totalmente restaurada. Pore´m,
se um campo magne´tico fraco de fundo esta´ presente, mesmo acima da
temperatura cr´ıtica o sistema ainda deve exibir uma magnetizac¸a˜o na˜o
nula residual. Neste caso, a simetria rotacional e´ apenas parcialmente
restaurada.
Figura 2.11: Dependeˆncia na temperatura para a primeira derivada do potencial
termodinaˆmico em relac¸a˜o ao paraˆmetro de ordem M em µ = 0 para ambos os
casos.
Este comportamento e´ totalmente compara´vel ao mecanismo
de quebra dinaˆmica de simetria observado na Fig.(2.10). Se os
quarks possuem uma massa de corrente na˜o nula, a simetria quiral
e´ apenas parcialmente restaurada e neste caso na˜o podemos associar
tal passagem a uma verdadeira transic¸a˜o de fase de segunda ordem.
Na Fig.(2.11) podemos ver as derivadas da massa efetiva em func¸a˜o da
temperatura em µ = 0 calculadas para o primeiro gra´fico da Fig.(2.10).
Somente atribuimos uma temperatura cr´ıtica Tc a variac¸a˜o abrupta que
aparece no caso quiral 4. Se os quarks tem massa nua finita, designamos
enta˜o uma temperatura pseudo cr´ıtica, Tpc, associada ao crossover.
Construindo gra´ficos sucessivos para o potencial termodinaˆmico ao
longo dos eixos da temperatura e do potencial qu´ımico, verificamos que
um contorno de fase relativo a` restaurac¸a˜o da simetria quiral torna-se
evidente, conforme mostramos na Fig.(2.12).
Na Fig.(2.13) mostramos o gra´fico da massa efetiva em relac¸a˜o ao
potencial qu´ımico e a temperatura. Olhando para estas superf´ıcies e´
4Na realidade, a descontinuidade esta´ presente somente na derivada segunda.
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Figura 2.12: Modificac¸a˜o na forma do potencial termodinaˆmico no caso quiral ao
longo dos eixos da temperatura e do potencial qu´ımico. Note o contorno do limite
de fases definido pela restaurac¸a˜o da simetria quiral, e as regio˜es respectivas as
transic¸o˜es de primeira e segunda ordens.
poss´ıvel notar o contorno de fase onde a simetria quiral e´ restaurada
(m = 0) ou parcialmente restaurada (m 6= 0) para valores elevados
o suficiente de µ e T . A simetria quiral e´ espontaneamente quebrada
no plano superior e torna-se restaurada conforme os valores de tem-
peratura e potencial qu´ımico aumentam. A massa efetiva dos quarks
decresce mais suavemente no caso de massa finita do que no caso quiral,
refletindo assim a diferenc¸a existente entre o crossover e a transic¸a˜o de
segunda ordem. A queda mais ı´ngreme nos gra´ficos indica a regia˜o onde
ocorre a transic¸a˜o de primeira ordem.
Em coliso˜es de ı´ons ultra-relativ´ısticos, os estados hadroˆnicos
originais sa˜o aquecidos e comprimidos ate´ que a simetria quiral seja
parcialmente restaurada 5. Logo apo´s o impacto, a bola de fogo que
sobra resfria e comec¸a a expandir. Quando a temperatura e densidade
diminuem suficientemente, a simetria quiral torna-se espontaneamente
quebrada novamente e novas espe´cies hadroˆnicas comec¸am a emergir. A
ordem desta transic¸a˜o quiral determina a evoluc¸a˜o dinaˆmica do estado
de plasma (plano inferior 〈ψ¯ψ〉 ≃ 0) para o estado hadroˆnico (plano
superior 〈ψ¯ψ〉 6= 0) e deve influenciar o nascimento e propriedades das
part´ıculas emitidas. Contando e medindo os restos deixados pela colisa˜o
5Na˜o devemos tomar a rigor tal ilustrac¸a˜o picto´rica da compressa˜o e aquecimento
dos nucleons nas coliso˜es, isto apenas nos auxilia a compreender o fenoˆmeno de modo
simplificado. Em um contexto mais realista, baseado nos experimentos, os nucleons
sa˜o praticamente transparentes entre si e as interac¸o˜es podem ser entendidas de
acordo com o conteu´do partoˆnico de cada nucleon.
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Figura 2.13: Massa efetiva dos quarks no modelo SU(2) de NJL como func¸a˜o de µ
e T no limite quiral (Painel superior) e massa de corrente finita (Painel inferior).
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Figura 2.14: Contornos de transic¸a˜o de fase mostrando as regio˜es correspondentes
onde a primeira ordem ocorre e tambe´m a regia˜o relativa a transic¸a˜o em segunda
ordem ou crossover. O domı´nio de primeira ordem encontra a regia˜o de segunda
ordem no ponto tricr´ıtico (TCP). Enquanto no caso de transic¸a˜o crossover esta
posic¸a˜o e´ o ponto cr´ıtico (CP).
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somos capazes de inferir a respeito do pro´prio diagrama de fases da
QCD e estender estes conceitos a outros sistemas importantes presentes
na natureza.
Fazendo o mapeamento das posic¸o˜es (µ,T ) onde os mı´nimos do
potencial termodinaˆmico determinam a restaurac¸a˜o da simetria quiral,
nos permite determinar o contorno de fase rotulando tais pontos com o
respectivo tipo de transic¸a˜o. Na Fig.(2.14) sa˜o mostrados os diagramas
de fases para o modelo NJL em dois sabores obtidos com o conjunto de
paraˆmetros mostrado.
A regia˜o de transic¸a˜o de primeira ordem deve encontrar a
segunda ordem no chamado ponto tricr´ıtico TCP [41, 13, 42] no limite
quiral. No ponto tricr´ıtico, treˆs fases coexistentes tornam-se ideˆnticas
simultaneamente.
Entretanto, com uma pequena massa de corrente dos quarks, este
ponto e´ considerado apenas um ponto cr´ıtico CP porque a transic¸a˜o
crossover na˜o pode ser considerada como uma verdadeira transic¸a˜o de
fase. Exatamente neste ponto cr´ıtico CP a transic¸a˜o e´ de segunda
ordem. Comparando a posic¸a˜o do ponto cr´ıtico e do ponto tr´ıcritico,
notamos que o primeiro e´ deslocado para valores mais elevados de
potencial qu´ımico em comparac¸a˜o com o u´ltimo, como previsto a partir
de argumentos de universalidade [13]. O comportamento de um sistema
dinaˆmico deve ser independente dos detalhes microsco´picos de interac¸a˜o
quando nos aproximamos dos paraˆmetros cr´ıticos que determinam
uma transic¸a˜o de fase. Desse modo, sistemas microscopicamente
distintos devem exibir universalmente as mesmas propriedades pro´ximo
a uma transic¸a˜o por possu´ırem os mesmos expoentes cr´ıticos. Quando
nos aproximamos do limite quiral, os expoentes cr´ıticos que definem
uma expansa˜o polinomial do potencial termodinaˆmico na teoria de
Ginzburg-Landau [43] nos mostram como a massa dos quarks pode
afetar a localizac¸a˜o do CP.
2.8 Observa´veis Termodinaˆmicos
Usando as relac¸o˜es termodinaˆmicas mostradas na Eq.(6.2), a pressa˜o,
P , a densidade de entropia, s, e a densidade de energia, ε, podem
ser obtidas a partir do potencial termodinaˆmico. Depois que o
mı´nimo do potencial e´ avaliado resolvendo a equac¸a˜o do gap, a pressa˜o
e´ simplesmente calculada como o negativo do valor do potencial
termodinaˆmico nesta posic¸a˜o de massa. Tomando a derivada da pressa˜o
na varia´vel de temperatura, mantendo µ constante, nos permite extrair
a densidade de entropia. Adicionalmente, avaliando a integral Eq.(2.61)
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numericamente e aplicando a expressa˜o Eq.(6.2), somos capazes de
determinar a densidade de energia.
Quando a temperatura aumenta suficientemente, estas quanti-
dades termodinaˆmicas mencionadas devem apresentar assintoticamente
as mesmas caracter´ısticas atribu´ıdas para um ga´s relativ´ıstico de
part´ıculas sem massa na˜o interagentes no limite de Stefan-Boltzmann.
Em potencial qu´ımico zero, a pressa˜o de Stefan-Boltzmann de um ga´s
na˜o interagente composto por quarks e antiquarks sem massa e´ dada
[44] por
P (T ) = 2× 2×Nc×Nf
∫
d3p
(2π)3
p
ep/T + 1
= 12Nf
(
7
8
)
π2
30
T 4, (2.78)
onde consideramos as part´ıculas livres como fe´rmions+antife´rmions por
meio do fator 7/8 com duas orientac¸o˜es de spin e Nc = 3 cores. A
considerac¸a˜o de antipart´ıculas corresponde a outro fator 2. Para dois
sabores de quarks, Nf = 2 e pode-se calcular os respectivos limites
de pressa˜o, densidade de entropia e densidade de energia de Stefan-
Boltzmann (SB) como 6
PSB
T 4
≈ 2.3
sSB
T 3
=
4PSB
T 4
≈ 9.2
εSB
T 4
=
3PSB
T 4
≈ 6.9
.
(2.79)
Os resultados obtidos pelo modelo de NJL para estas quantidades
sa˜o mostrados na Fig.(2.15), tanto para o limite quiral como para o
limite de massa finita para os quarks.
A partir destes resultados e´ poss´ıvel concluir que pro´ximo a`
temperatura cr´ıtica, os valores das quantidades termodinaˆmicas da
mate´ria de quarks sofrem uma mudanc¸a substancial, indicando a
transic¸a˜o de fase prevista neste modelo. Na regia˜o de alta temperatura
os valores destes observa´veis devem aproximar-se do limite de SB
esperado para o ga´s ideal como podemos observar. Conve´m salientar
que em ca´lculos da rede observa-se um desacordo de aproximadamente
10− 15% entre as referidas varia´veis termodinaˆmicas e o limite de ga´s
6Excluindo-se os 16 graus de liberdade de glu´ons.
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Figura 2.15: Principais quantidades termodinaˆmicas (pressa˜o P , densidade de
entropia s e densidade de energia ε) normalizadas por poteˆncias de T de modo a
comparar seu comportamento conforme a temperatura se eleva. O gra´fico superior
representa o caso quiral e o inferior o caso de massa de corrente finita 5.6MeV.
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livre. Mesmo neste limite de temperatura a mate´ria ainda esta´ sujeita
aos efeitos provocados pela interac¸a˜o forte da QCD. Tem sido proposto
[45] que uma massa te´rmica efetiva para os quarks e glu´ons poderia
originar os desvios observados na rede.
Figura 2.16: Resultados no modelo SU(2) de NJL obtidos para o observa´vel
correspondente a medida de interac¸a˜o ∆ = ε − 3p/T 4 no caso quiral e tambe´m
para a massa de quarks finita. Apresentamos tambe´m os resultados de Wuppertal-
Budapeste determinados na rede (Lattice) em Nf = 2+1 sabores para comparac¸a˜o,
de acordo com a refereˆncia [46]. Ale´m disso, mostramos os resultados relativos a
aproximac¸a˜o quenched para a QCD na rede extra´ıdos de [47]
Nos ca´lculos na rede, o observa´vel termodinaˆmico ba´sico corre-
sponde ao trac¸o do tensor momento-energia ∆ = (ε−3P )/T 4 conhecido
como medida de interac¸a˜o ou anomalia do trac¸o. Esta quantidade fun-
ciona como uma medida para o desvio em relac¸a˜o ao comportamento de
ga´s ideal, porque para este caso, a densidade de energia e´ relacionada a
pressa˜o como εSB = 3PSB. Tal desvio do limite de Stefan-Boltzmann e´
maior pro´ximo a regia˜o de transic¸a˜o uma vez que o nu´mero de graus de
liberdade aumenta conforme a temperatura sobe. O formato de pico
para o desvio tende logaritmicamente a valores pro´ximos de zero no
limite de altas temperaturas [48] como
∆ ∼ 1
(logT )3
. (2.80)
Na Fig.(2.16), mostramos os resultados nume´ricos no modelo de
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NJL com dois sabores para a medida de interac¸a˜o tanto no limite quiral
(m = 0) quanto no limite f´ısico (m = 5.6 MeV). Na mesma figura, ilus-
tramos os resultados para a anomalia do trac¸o ∆ obtidos na rede pe-
los pesquisadores de Wuppertal-Budapeste [46]. Comparativamente a`
rede, podemos ver que apesar dos valores nume´ricos dos dois resultados
apresentarem uma diferenc¸a considera´vel, o comportamento e´ semel-
hante pro´ximo a` temperatura de transic¸a˜o. Ale´m disso, os resultados
do modelo de NJL SU(2) e na rede apresentam dependeˆncia funcional
semelhante em altas temperaturas. No entanto, a concordaˆncia e´ menor
ao associarmos nosso resultado ao obtido [47] pela aplicac¸a˜o da aprox-
imac¸a˜o quenched 7 para a QCD na rede. E´ prova´vel que a diferenc¸a
entre os resultados mostrados seja devida a` auseˆncia da contribuic¸a˜o do
confinamento no modelo de NJL. A obtenc¸a˜o da densidade barioˆnica
ρB torna-se outra importante questa˜o, porque esta quantidade pode
ser medida diretamente a partir dos experimentos em vez do potencial
qu´ımico.
Figura 2.17: Respectivas densidades barioˆnicas relativas em func¸a˜o do potencial
qu´ımico.
Uma vez que um ba´rion e´ formado por treˆs quarks, inserimos um
fator 3 ao calcular ρB a partir das expresso˜es Eq.(2.61) e Eq.(2.68)
para as densidades de nu´mero de quarks como ρB = ρ/3. Aqui
7Tal aproximac¸a˜o estabelece um cara´ter esta´tico para o campo dos quarks nos
ca´lculos efetuados na rede de modo a minimizar o trabalho computacional.
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no´s representamos os resultados como a densidade barioˆnica relativa
a densidade de saturac¸a˜o da mate´ria nuclear normal de ρ0 = 0.17
fm−3. Como ilustrado na Fig.(2.17), a densidade nume´rica relativa a
temperatura zero salta repentinamente na regia˜o de transic¸a˜o entre as
duas fases. Analizando a Eq.(2.68) podemos compreender o que ocorre.
Enquanto a diferenc¸a µ−M permanecer um nu´mero negativo, a func¸a˜o
degrau retornara´ a densidade nula. No potencial qu´ımico cr´ıtico µc a
simetria quiral e´ (parcialmente) restaurada e a massa efetiva reduz-
se a (massa de corrente) zero em uma transic¸a˜o de primeira ordem.
Deste modo, a func¸a˜o degrau exibe uma n´ıtida descontinuidade na
densidade nume´rica de quarks porque µ > M . Apo´s o salto, conforme
mais part´ıculas sa˜o inclu´ıdas no sistema, a densidade de quarks cresce
na taxa relativa ao custo energe´tico µ. Se no´s construirmos o mesmo
gra´fico na regia˜o de segunda ordem (ou crossover), um salto cont´ınuo
similar pode ser observado.
Previso˜es de modelos estelares sa˜o baseadas principalmente nos
aspectos f´ısicos de uma equac¸a˜o de estado (EoS) a qual determina o
tipo de mate´ria presente no interior dos nu´cleos compactos. A relac¸a˜o
entre a pressa˜o e a densidade de energia esta´ intimamente relacionada
a estrutura e estabilidade de uma estrela densa. Nos u´ltimos tempos,
questiona-se sobre possibilidade de existeˆncia de estrelas sustentadas
pela mate´ria de quarks [16, 49, 50]. Deste modo, o modelo de NJL pode
ser considerado como uma boa alternativa na investigac¸a˜o das poss´ıveis
propriedades deste tipo de objeto estelar. De fato, do ponto de vista
de interac¸o˜es microsco´picas efetivas, pode-se investigar as propriedades
macrosco´picas de objetos ta˜o grandes quanto uma estrela inteira. Na
Fig.(2.18) mostramos o gra´fico referente a equac¸a˜o de estado avaliada
no modelo de NJL com dois sabores referente a transic¸a˜o entre a
mate´ria hadroˆnica e a mate´ria densa de quarks.
Quando a temperatura aumenta ale´m da regia˜o de transic¸a˜o
notamos um comportamento que aproxima-se a`quele apresentado
pela equac¸a˜o de estado de um ga´s ideal relativ´ıstico ε = 3P . A
regia˜o de transic¸a˜o propriamente dita e´ bem definida no limite quiral
por um desvio repentino, onde o aumento no nu´mero de graus de
liberdade altera a relac¸a˜o existente entre a pressa˜o e a densidade
de energia. Ao considerar uma pequena massa de corrente para os
quarks vemos que esta transic¸a˜o fica mais suave. Este comportamento
termodinaˆmico definido pela EoS pode ser inserido na equac¸a˜o de
Tolman-Oppenheimer-Volkov (TOV), cuja soluc¸a˜o resulta nas curvas
de massa-raio estelares. Entretanto, no estudo do modelo SU(2)NJL
este ca´lculo e´ parcial visto que na˜o esta˜o inclusos aqui os efeitos
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Figura 2.18: Gra´fico da equac¸a˜o de estado no caso quiral e para a massa de corrente
finita, ambos em µ = 0.
decisivos relativos a estranheza.
Outro importante observa´vel que pode ser extra´ıdo destes ca´lculos
de NJL e´ o paraˆmetro P/ε, o qual serve como uma aproximac¸a˜o para
a velocidade do som no meio quente e denso da mate´ria de quarks. A
velocidade do som ao quadrado e´ dada pela seguinte expressa˜o
c2s
c2
=
1
c2
∂P
∂ρmassa
=
∂P
∂ε
=
(
∂P
∂T
)/(
∂ε
∂T
)
. (2.81)
Por definic¸a˜o, esta velocidade do som na˜o pode exceder a velocidade
da luz c2s ≤ 1 para garantir que a causalidade na˜o seja violada.
Usualmente, a velocidade do som dada pela Eq.(2.81) e´ aproximada
pela raza˜o P/ε no limite de altas temperaturas.
Como as leis da hidrodinaˆmica relativ´ıstica cla´ssica podem
fornecer previso˜es relativas a esta quantidade, nos tornamos capazes
de estabelecer um paralelo entre estes formalismos por meio do seu
ca´lculo. Na regia˜o central das coliso˜es de ı´ons pesados, a mate´ria com-
primida comec¸a a se expandir imediatamente apo´s ao choque inicial. O
escoamento e resfriamento da mate´ria em expansa˜o ocorre como uma
frente de onda de rarefac¸a˜o que possui a velocidade do som no flu-
ido. A evoluc¸a˜o temporal da temperatura e´ dada pela hidrodinaˆmica
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relativ´ıstica no modelo de Bjorken [51, 31] como
T (τ) = T0
(τ0
τ
)c2s
, (2.82)
onde a temperatura inicial T0 = T (τ0) decresce rapidamente para
zero no tempo pro´prio τ a uma taxa exponencial c2s = P/ε. Na
Fig.(2.19) apresentamos os resultados obtidos para a velocidade do som
aproximada no modelo de NJL com dois sabores
Analisando como a aproximac¸a˜o para a velocidade do som
depende da temperatura e do potencial qu´ımico, verificamos que a
regia˜o onde sua magnitude muda repentinamente fica pro´xima ao
contorno de fase. No limite quiral observamos um cu´spide para
baixo pro´ximo a temperatura cr´ıtica. Enquanto no caso da transic¸a˜o
crossover vemos apenas um canto suave.
Figura 2.19: Velocidade do som aproximada P/ε obtida no modelo a dois sabores
de NJL, para µ = 0 e 0 < T < 400MeV em unidades de velocidade c2. Comparamos
no gra´fico este resultado do modelo NJL(2) com os valores determinados para a
mesma grandeza na rede (Lattice) sob duas extenso˜es temporais Nτ = 6, 8 e duas
ac¸o˜es fermioˆnicas (p4 e asqtad) [52]. Tambe´m mostramos o resultado usando o
modelo hadroˆnico (HRG) extra´ıdo da mesma refereˆncia.
Comparando este gra´fico com o mostrado na Fig.(2.10) para
µ = 0 podemos perceber que a mudanc¸a brusca na massa efetiva
e´ responsa´vel por este comportamento no caso quiral. Na mesma
Fig.(2.19), comparamos o resultado nume´rico obtido por meio do
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modelo SU(2) de NJL, com os valores para a grandeza P/ε determinada
na rede com Nf = 2 + 1 sabores, sob diferentes extenso˜es temporais e
ac¸o˜es fermioˆnicas. Ale´m disso, mostramos um resultado determinado
pelo modelo hadroˆnico HRG (Hadron Resonance Gas) mostrado na
mesma refereˆncia citada. Podemos perceber que em ambos os casos os
valores determinados pelo modelo NJL SU(2) superam numericamente
as outras previso˜es.
Na Fig.(2.20), tambe´m mostramos o gra´fico de contornos da
velocidade do som. As linhas mostradas indicam as posic¸o˜es no plano
T − µ que partilham os mesmos valores para a velocidade do som
Pε. Visivelmente notamos o aparecimento de uma estrutura de plateau
pro´xima a regia˜o onde espera-se um ponto cr´ıtico. Tal estrutura pode
tornar-se importante do ponto de vista experimental. As energias
de colisa˜o usadas nos experimentos (p.ex. RHIC-BES) que buscam
mostrar a existeˆncia e localizac¸a˜o do ponto cr´ıtico no diagrama de fases
da QCD encontram-se justamente nessa regia˜o. Conve´m notar que
ate´ o momento na˜o ha´ evideˆncia experimental que mostre a existeˆncia
desse ponto cr´ıtico. No entanto, sua existeˆncia poderia confirmar
nossos pressupostos teo´ricos acerca do diagrama. Por outro lado, sua
inexisteˆncia tambe´m suscitaria novos problemas.
Outra fator relevante nesse contexto consiste no ca´lculo da
entropia. Na Fig.(2.21) mostramos as linhas de contorno isentro´picas
encontradas em nosso ca´lculo de NJL com a massa de corrente finita.
Torna-se uma importante questa˜o determinar a raza˜o entre a densidade
de entropia e a densidade barioˆnica s/ρB em nossos ca´lculos. Nas
coliso˜es de ı´ons pesados, o impacto dos nu´cleos participantes comprime
a mate´ria hadroˆnica ate´ que um estado muito denso seja alcanc¸ado.
A medida que a bola de fogo quente e densa comec¸a a expandir,
sua entropia permanence aproximadamente constante. Esta expansa˜o
adiaba´tica obriga as part´ıculas emitidas a seguir trajeto´rias isentro´picas
ao longo do plano T − µ. A evoluc¸a˜o termodinaˆmica e hidrodinaˆmica
de uma colisa˜o de nu´cleos relativ´ısticos deve desenvolver trajeto´rias de
freeze-out que esta˜o intimamente relacionadas a`s linhas isentro´picas.
Nossa avaliac¸a˜o destas trajeto´rias empregando o modelo de NJL
demonstra uma mudanc¸a na direc¸a˜o das linhas de contorno isentro´picas
sobre a linha de transic¸a˜o. Vemos que regia˜o de primeira ordem produz
um encurvamento maior das linhas adiaba´ticas do que a regia˜o de
crossover. Ale´m disso, em T = 0 todas as trajeto´rias convergem para
a posic¸a˜o de potencial qu´ımico pro´ximo a µ = Mvac. Comparando
estes resultados com ca´lculos anteriores da rede [54] vemos uma certa
concordaˆncia na forma das linhas, mas seus valores esta˜o deslocados
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Figura 2.20: Mapa de contorno para a velocidade do som aproximada em func¸a˜o
de µ e T para m = 5.6 MeV. Repare que a linha escura a qual marca a regia˜o
onde a velocidade do som aumenta repentinamente esta´ bem pro´xima ao esperado
contorno de transic¸a˜o de fase.
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Figura 2.21: Linhas isentro´picas s/A obtidas em nosso ca´lculo usando o modelo
de NJL. Os pontos coloridos foram obtidos a partir de simulac¸o˜es na rede (c´ırculos
s/A = 30, quadrados s/A = 45 e triaˆngulos s/A = 300). A trajeto´ria cont´ınua em
pu´rpura indicada foi avaliada por Braun-Munzinger e Wambach [53] assumindo que
o Universo primordial expandiu isentropicamente e usando o valor conhecido para
raza˜o de ba´rions para fo´tons.
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entre si. Nas curvas isentro´picas da rede tambe´m observamos que a
transic¸a˜o acontece em uma temperatura menor que as temperaturas
pseudo cr´ıticas de crossover do modelo de NJL. Aqui o efeito de
focalizac¸a˜o [55] das linhas isentro´picas ao redor do ponto cr´ıtico na˜o
se apresenta como ja´ apontado por Scavenius et al. [12].
Outra caracter´ıstica interessante sobre este gra´fico pode ser vista
pela comparac¸a˜o com o ca´lculo realizado por Braun-Munzinger e
Wambach [53] para uma poss´ıvel trajeto´ria isentro´pica descrita pelo
Universo primordial.
2.9 Considerac¸o˜es Finais
Neste cap´ıtulo apresentamos os principais aspectos formais refer-
entes ao modelo de Nambu–Jona-Lasinio com dois sabores de quark.
Tambe´m reproduzimos alguns de seus principais resultados relativos
a obtenc¸a˜o do diagrama de fases da QCD. Esta teoria de campo efe-
tiva somente simula os aspectos da simetria quiral da cromodinaˆmica
quaˆntica. De modo a incluir a propriedade do confinamento, pre-
cisar´ıamos considerar tambe´m os graus de liberdade dos glu´ons para
obter uma descric¸a˜o efetiva completa da QCD. Isso pode ser realizado
usando o modelo PNJL que apresenta um potencial efetivo para descr-
ever de modo efetivo o confinamento. No pro´ximo cap´ıtulo, estudare-
mos os efeitos referentes a introduc¸a˜o de um termo de acoplamento
vetorial na lagrangiana SU(2) de NJL.
Cap´ıtulo 3
Contribuic¸o˜es Vetoriais
no Modelo NJL SU(2)
No cap´ıtulo anterior, vimos como o diagrama de fases calculado a
partir da versa˜o padra˜o do modelo NJL depende da temperatura e
do potencial qu´ımico. Adicionalmente, verificamos a dependeˆncia das
caracter´ısticas do diagrama de fases em relac¸a˜o aos valores assumidos
pelas massas dos quarks.
Outra questa˜o a considerar e´ que as simetrias impl´ıcitas na
lagrangiana da QCD devem ser realizadas por ambos os graus de
liberdade de glu´ons e de quarks. Sabemos que as principais simetrias
que podem ser empregadas para sondar as transic¸o˜es de fase da
mate´ria hadroˆnica sa˜o a simetria quiral e a simetria central Z(3) de
confinamento [56]. Enquanto a primeira esta´ relacionada aos graus
de liberdade dos quarks a u´ltima e´ devida principalmente aos campos
de glu´ons. Como mencionado antes, os paraˆmetros de ordem que
podem ser usados para definir os contornos das transic¸o˜es de fase sa˜o
respectivamente, o valor esperado do condensado quark-antiquark 〈ψ¯ψ〉
(simetria quiral) e o loop de Polyakov 〈L(~x)〉 (simetria central).
Deixando que a massa dos quarks varie a partir de seus valores
f´ısicos nos permite distinguir estes diferentes regimes de simetria da
QCD. No setor de quarks leves (mu = md,ms) pode-se construir
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o chamado diagrama de Columbia de modo a esboc¸ar as principais
caracter´ısticas que podem ser extra´ıdas de simulac¸o˜es nume´ricas e
modelos efetivos.
Na Fig.(3.1) mostramos o diagrama esquema´tico de Columbia o
qual resume o quadro atual relativo ao diagrama de fases da QCD
coerente com diversos resultados obtidos pela aplicac¸a˜o desta teoria de
calibre na rede. O plano do gra´fico mostrado encontra-se no patamar
µ = 0. Se os quarks sa˜o altamente massivos, somente o setor gluoˆnico
de calibre da QCD deve ser considerado e o confinamento torna-se o
aspecto mais importante. Por outro lado, no limite de massas pequenas
para os quarks a simetria quiral e´ predominante. Ambos os cantos
opostos do diagrama de Columbia sa˜o presumivelmente dominados por
transic¸o˜es de primeira ordem de acordo com ca´lculos da rede.
No intervalo de massas intermedia´rias dos quarks, define-se uma
regia˜o de crossover. Esta regia˜o central de crossover fica separada das
a´reas de primeira ordem por linhas cr´ıticas de segunda ordem.
Figura 3.1: Diagrama esquema´tico de Columbia para o diagrama de fases da QCD
a treˆs sabores em potencial qu´ımico nulo.
Na condic¸a˜o de potencial qu´ımico nulo, conforme as massas
dos quarks sa˜o reduzidas de seus valores f´ısicos para o limite quiral,
observamos a transic¸a˜o crossover se transformando em uma linha
de transic¸a˜o de segunda ordem. Para investigar o que acontece
em potencial qu´ımico na˜o nulo, precisamos incluir outro eixo µ
perpendicular ao diagrama de Columbia. Ao considerar este novo eixo,
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verificamos que as duas linhas cr´ıticas de segunda ordem desenvolvem
as respectivas superf´ıcies cr´ıticas.
Figura 3.2: Superf´ıcies geradas pelos valores cr´ıticos de potencial qu´ımico como
func¸a˜o das massas dos quarks representando os resultados obtidos em simulac¸o˜es
ordina´rias na rede Ref. [57]. Para garantir a existeˆncia de um ponto cr´ıtico, a regia˜o
de primeira ordem deve expandir-se ao longo do plano mu,d −ms.
Na Fig.(3.2) mostramos a curvatura da superf´ıcie cr´ıtica quiral
conforme obtido por simulac¸o˜es na rede [57]. Em potencial qu´ımico
finito e baixas temperaturas, os modelos efetivos sugerem que a
restaurac¸a˜o da simetria quiral ocorra por meio de uma transic¸a˜o
de primeira ordem. Isto pode ser visto posicionando-se sobre as
coordenadas para as massas f´ısicas dos quarks e extendendo uma linha
reta vertical. Essa linha encontrara´ a superf´ıcie cr´ıtica em um dado
ponto cr´ıtico. Deste modo, passamos de uma regia˜o de crossover para
um ponto cr´ıtico e enta˜o para o domı´nio de primeira ordem. Para tornar
isso poss´ıvel, e assegurar a existeˆncia de um ponto cr´ıtico no diagrama
de fases, a superf´ıcie cr´ıtica deve curvar-se suficientemente de modo
a interceptar a linha reta considerada. A partir destes argumentos,
conclu´ımos que a regia˜o de primeira ordem deve expandir-se ao longo
do planomu,d−ms quando o potencial qu´ımico aumentar para permitir
o aparecimento do ponto cr´ıtico.
Como as simulac¸o˜es exatas da rede em densidade barioˆnica
finita apresentam a dificuldades em func¸a˜o do problema do sinal,
muitas te´cnicas de aproximac¸a˜o foram desenvolvidas para superar esta
dificuldade. O me´todo mais comum consiste na expansa˜o de Taylor em
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poteˆncias de µ/T para as massas cr´ıticas
mc(µ)
mc(0)
= 1 +
∑
k=1
ck
( µ
πT
)2k
, (3.1)
onde os coeficientes ck sa˜o sempre positivos nas simulac¸o˜es conven-
cionais (c1 > 0). Outra possibilidade e´ estabelecer um potencial
qu´ımico imagina´rio e neste caso obte´m-se o caso exo´tico onde este co-
eficiente pode assumir valores negativos (c1 < 0).
Apesar dos requisitos apresentados acima para a existeˆncia do
ponto cr´ıtico, algumas simulac¸o˜es nume´ricas na rede em potencial
qu´ımico imagina´rio contradizem estes argumentos. Ca´lculos realizados
por de Forcrand e Philipsen [57] mostraram que a regia˜o de primeira
ordem na˜o deve expandir, mas sim encolher com o aumento do
potencial qu´ımico, assegurando que a raza˜o seja µ/T seja pequena (veja
Fig.(3.3)). Este encolhimento observado na superf´ıcie cr´ıtica impediria
o aparecimento de uma transic¸a˜o de primeira ordem para os valores
f´ısicos das massas dos quarks. Portanto, esse resultado discorda do
trabalho anterior proibindo a existeˆncia de um ponto cr´ıtico.
Figura 3.3: Resultado “exo´tico”obtido por de Forcrand e Philipsen [57] em
potencial qu´ımico imagina´rio mostrando o encolhimento da superf´ıcie quiral cr´ıtica.
Para fornecer uma explicac¸a˜o razoa´vel e compreender estas con-
cluso˜es, Fukushima [58] sugeriu que uma atenuac¸a˜o ou ate´ mesmo o de-
saparecimento do ponto cr´ıtico podem ser observados quando introduz-
se um termo vetorial de interac¸a˜o na formulac¸a˜o lagrangiana. Esta
contribuic¸a˜o poderia enfraquecer a regia˜o de primeira ordem e justi-
ficar o resultado incomum obtido por de Forcrand e Philipsen. Usando
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a versa˜o SU(3) do modelo PNJL, Fukushima apontou que a inclusa˜o
de um canal de acoplamento vetorial repulsivo GV (ψ¯γµψ)
2, poderia
explicar inicialmente este encolhimento da superf´ıcie. Entretanto, se
o efeito repulsivo do acoplamento vetorial na˜o for muito intenso, e a
raza˜o µ/T torna-se grande, a densidade ira´ aumentar favorecendo a
transic¸a˜o de primeira ordem novamente. Deste modo, a expansa˜o da
regia˜o de primeira ordem pode ser retomada por um dobramento pos-
terior (back-bending) da superf´ıcie cr´ıtica e a existeˆncia de um ponto
cr´ıtico pode ser reconsiderada validando os resultados convencionais da
rede (veja Fig.(3.4)).
Figura 3.4: De acordo com Fukushima [58], a introduc¸a˜o de um acoplamento
vetorial repulsivo pode resultar em um encolhimento inicial da regia˜o de primeira
ordem. Entretanto, a medida que o potencial qu´ımico cresce a expansa˜o e´ retomada
se o acoplamento na˜o for muito intenso. Com esta dobra, a linha vertical posicionada
em massas na˜o f´ısicas pequenas pode interceptar a superf´ıcie duas vezes implicando
na observac¸a˜o de mais de um ponto cr´ıtico.
Resultados similares foram obtidos por Bowman e Kapusta [59]
empregando uma ana´lise do modelo sigma linear (LSM) [31] na presenc¸a
de flutuac¸o˜es te´rmicas nos campos mesoˆnicos. Eles obtiveram um
padra˜o exo´tico com dois pontos cr´ıticos para o diagrama de fases no
plano T − µ. Outro trabalho anterior neste assunto [60] empregando
teoria de perturbac¸a˜o otimizada (OPT) [61], mostrou que o me´todo
de OPT pode prever mu´ltiplos pontos cr´ıticos em um regime de
acoplamento escalar forte sem a inclusa˜o de quaisquer termos vetoriais.
Este resultado suporta a possibilidade do cena´rio de back-bending.
Nossa discussa˜o aqui refere-se a possibilidade de observar resulta-
dos semelhantes de back-bending pelo uso de um modelo efetivo simples
como o NJL SU(2) com um canal de acoplamento vetorial. Neste caso,
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na˜o sera´ necessa´rio considerar o loop de Polyakov como no trabalho re-
alizado por Fukushima. Pretendemos assim comparar este resultado de
campo me´dio e Interac¸a˜o Vetorial com os ca´lculos fornecidos pela OPT.
No apeˆndice C apresentamos uma pequena revisa˜o acerca deste me´todo
variacional quando aplicada no modelo SU(2) de NJL. Os resultados
gerais referentes ao desenvolvimento deste cap´ıtulo esta˜o publicados na
refereˆncia [62].
3.1 Contribuic¸a˜o Vetorial no Modelo NJL
Em densidades finitas, a populac¸a˜o de hadrons presentes na mate´ria
nuclear pode influenciar a dinaˆmica do sistema, inserindo novos termos
de interac¸a˜o na formulac¸a˜o de campo efetivo original. Sabe-se das
propriedades dos nu´cleos que a estabilidade da mate´ria nuclear e´
somente poss´ıvel se introduz-se um termo vetorial repulsivo para
balancear o campo escalar atrativo forte. Este equil´ıbrio de ligac¸a˜o
leva a condic¸a˜o de saturac¸a˜o da densidade nuclear, fato o qual foi
extensivamente verificado em laborato´rio. A aplicac¸a˜o do modelo de
Walecka [63, 64] para a mate´ria nuclear mostrou que a magnitudeGV do
canal de acoplamento vetorial e´ essencial para reproduzir os resultados
experimentais.
Assim, considerando uma contribuic¸a˜o vetorial a lagrangiana de
Nambu–Jona-Lasinio temos
L = ψ¯(iγµ∂
µ −m)ψ +GS [(ψ¯ψ)2 + (ψ¯iγ5~τψ)2]−GV (ψ¯γµψ)2 . (3.2)
Pela aplicac¸a˜o do mesmo procedimento de bosonizac¸a˜o usado
na sec¸a˜o 2.5.2, um novo campo bosoˆnico auxiliar e´ implementado
V µ = −2GV ψ¯γµψ e podemos introduzir o termo quadra´tico, VµV µ,
na lagrangiana sem modificar as equac¸o˜es de movimento
GV (ψ¯γµψ)
2 = ψ¯(2GV ψ¯γµψ)γ
µψ − 1
4GV
(−2GV ψ¯γµψ)(−2GV ψ¯γµψ) ,
(3.3)
a qual nos leva a versa˜o bosonizada da lagrangiana
L = ψ¯(i 6∂ −m)ψ − (σψ¯ψ + ψ¯iγ5~τ · ~πψ − ψ¯Vµγµψ)
− 1
4GS
(σ2 + π2)− 1
4GV
(VµV
µ) .
(3.4)
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Se escolhemos considerar excitac¸o˜es somente no plano ~π = 0,
temos
L = ψ¯(i 6∂ −m)ψ − (σψ¯ψ − ψ¯Vµγµψ)− σ
2
4GS
− 1
4GV
(VµV
µ) . (3.5)
3.2 Efeitos em Alta Temperatura e Meio
Denso
Conforme mais part´ıculas sa˜o introduzidas no sistema de quarks, maior
e´ a parcela de energia necessa´ria para incluir outras. Para levar em
considerac¸a˜o o efeito provocado por um reservato´rio de part´ıculas,
precisamos incluir sua contribuic¸a˜o µψ†ψ
L = ψ¯(i 6∂−m)ψ−σψ¯ψ+µψ†ψ+ψ¯Vµγµψ− σ
2
4GS
− 1
4GV
(VµV
µ) . (3.6)
A partir daqui, negligenciamos as componentes espaciais do termo
de acoplamento vetorial ψ¯Viγ
iψ. Isso pode ser justificado pelo fato de
que para a mate´ria densa a repulsa˜o vetorial sentida no referencial
de um quark em relac¸a˜o aos demais deve ser isotro´pica. Em outras
palavras, dado o campo vetorial V µ, se ao calcularmos seu campo
me´dio e o resultado apresentasse uma direc¸a˜o espec´ıfica, isso significaria
a existeˆncia de uma direc¸a˜o preferencial no sistema, o que na˜o deve
ocorrer. A parte restante enta˜o pode ser facilmente unida ao termo
de densidade de part´ıculas µψ¯γ0ψ. Tambe´m podemos notar que
V0V
0 = (−2GV ψ†γ0γ0ψ)(−2GV ψ†γ0γ0ψ) = 4G2V ρ2 e assim temos
L = ψ¯(i 6∂ −m)ψ − σψ¯ψ + ψ†(µ− 2GV ρ)ψ − σ
2
4GS
−GV ρ2 . (3.7)
Agora, definimos as expresso˜es para a massa efetiva M e para
o potencial qu´ımico efetivo µ˜, com as respectivas substituic¸o˜es σ¯ =
(M −m) = −2Gs〈ψ¯ψ〉 no´s temos
M = m− 2Gs〈ψ¯ψ〉 ,
µ˜ = µ− 2GV 〈ψ†ψ〉 .
(3.8)
onde ρ = 〈ψ†ψ〉 e o condensado escalar 〈ψ¯ψ〉 e´ calculado de acordo com
a expressa˜o Eq.(2.43). Se substitu´ımos estas igualdades na lagrangiana
de NJL encontramos
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L = ψ¯(i 6∂ −M)ψ + µ˜ψ†ψ − (M −m)
2
4GS
− (µ− µ˜)
2
4GV
, (3.9)
onde o inverso do propagador de quark S−1 e´ obtido considerando os
primeiros treˆs termos na lagrangiana
S−1 = (6p−M + µ˜γ0) . (3.10)
O comportamento termodinaˆmico da lagrangiana pode ser de-
terminado integrando-se sobre os campos fermioˆnicos para produzir o
potencial grande canoˆnico
Ω(µ, T,M, µ˜) =
(M −m)2
4GS
+
(µ− µ˜)2
4GV
+2iNcNf
∫
d4p
(2π)4
ln[p2 − (M − µ˜)2] .
(3.11)
Somando sobre as frequeˆncias de Matsubara p0 → (2ν + 1)πT , o
potencial termodinaˆmico pode ser escrito como
Ω(µ, T,M, µ˜) =
(M −m)2
4GS
+
(µ− µ˜)2
4GV
+ΩT (µ˜, T,M) , (3.12)
cuja contribuic¸a˜o te´rmica de meio denso ΩT (µ˜, T,M) e´ avaliada como
ΩT = −2NcNf
∫
d3p
(2π)3
{Ep + T ln [1 + e−(Ep±µ˜)/T ]} . (3.13)
Visto que o potencial termodinaˆmico depende basicamente de
duas varia´veis efetivas M e µ˜ para um dado par de paraˆmetros de
controle (µ, T ), o estado de va´cuo do sistema e´ encontrado por meio
das seguintes condic¸o˜es de minimizac¸a˜o
∂Ω
∂M
=
∂Ω
∂µ˜
= 0 . (3.14)
Calculando estas derivadas, chega-se a um conjunto autoconsis-
tente de equac¸o˜es acopladas
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∂Ω
∂M
=
M −m
2GS
− 2NcNf
∫
d3p
(2π)3
M
Ep
[
1− np(µ˜, T )− n¯p(µ˜, T )
]
= 0 ,
∂Ω
∂µ˜
=
µ− µ˜
2GV
− 2NcNf
∫
d3p
(2π)3
[
np(µ˜, T )− n¯p(µ˜, T )
]
= 0 ,
(3.15)
onde np e n¯p sa˜o os nu´meros de ocupac¸a˜o de Fermi Eq.(2.59) como foi
assumido no cap´ıtulo anterior. Resolvendo numericamente este sistema
acoplado empregando a mesma estrate´gia usada antes, nos permitira´
obter os diagramas de fases na presenc¸a de um acoplamento vetorial.
Ao introduzirmos um acoplamento vetorial no modelo de NJL
existe o problema de se especificar um valor para o paraˆmetro GV
visto que este canal esta´ associado a formac¸a˜o do me´son vetorial ω
cuja massa mω = 782.65 ± 0.12 MeV e´ superior a escala de energia
determinada pelo cutoff. Afirmac¸a˜o similar pode ser feita em relac¸a˜o
ao me´son isovetorial ρ caso seja considerado um termo isovetorial na
lagrangiana de NJL. Na˜o podemos elevar arbitrariamente o valor de Λ
porque a massa efetiva obtida na˜o seria fenomenologicamente va´lida.
Dessa forma, GV e´ considerado um paraˆmetro livre e estimativas de seu
valor abrangem o intervalo 0.25GS ≤ GV ≤ 0.50GS [65, 66]. Outros
trabalhos buscam fixar a constante de acoplamento vetorial atrave´s de
diferentes te´cnicas e situam seu valor no intervalo 0.3GS ≤ GV ≤ 3.2GS
[67, 68, 69].
Recentemente, Steinheimer e Schramm [70] questionaram se e´
poss´ıvel limitar valores para o acoplamento vetorial da QCD por meio
das susceptibilidades barioˆnicas calculadas na rede. De acordo com
isso, suas concluso˜es estabelecem um comportamento varia´vel de GV
no diagrama de fases, de tal forma que GV deve ser mais intenso para a
fase hadroˆnica e GV ≈ 0 na fase desconfinada. Tambe´m nesse contexto,
Sugano et al. [71] usando resultados da rede fixaram um valor para a
repulsa˜o vetorial de GV ≈ 0.33GS comparando-os com previso˜es do
modelo EPNJL (Entanglement Polyakov-loop Nambu–Jona-Lasinio).
Apesar destes esforc¸os, ate´ o momento considera-se que o valor da
constante de acoplamento vetorial da QCD e´ desconhecido.
3.3 Resultados na Aproximac¸a˜o de Campo Me´dio 91
3.3 Resultados na Aproximac¸a˜o de Campo
Me´dio
Como discutido no in´ıcio, a inserc¸a˜o da interac¸a˜o vetorial deve afetar
as caracter´ısticas do diagrama de fases principalmente por um encolhi-
mento da regia˜o de primeira ordem a medida que este acoplamento
vetorial aumenta em intensidade. Examinando a componente nula
deste termo vetorial na Eq.(3.7) percebemos que sua influeˆncia acon-
tece por meio de dois termos −2GV ρψ¯γ0ψ + GV ρ2. O termo propor-
cional a ρ apenas causa um deslocamento no potencial qu´ımico original
µ˜ = µ− 2GV ρ. Quando a densidade aumenta, o acoplamento repulsivo
age de modo a diminuir o potencial qu´ımico efetivo proporcionalmente
a este incremento. Deste modo, a densidade e a influeˆncia vetorial pos-
suem efeitos opostos. Conforme o acoplamento vetorial fica mais in-
tenso no termo quadra´tico GV ρ
2, o potencial termodinaˆmico se reduz.
Consequentemente, a pressa˜o tambe´m diminui e deste modo a forma
caracter´ıstica para a primeira ordem no potencial termodinaˆmico torna-
se menos evidente. Este enfraquecimento da primeira ordem pode ser
visto na Fig.(3.5) a qual foi obtida por meio da parametrizac¸a˜o padra˜o
GSΛ
2 = 2.44, Λ = 587.9 MeV no limite quiral.
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Figura 3.5: Diagramas de fase obtidos com o valor de constante de acoplamento
GSΛ
2 = 2.44. A medida que a intensidade do acoplamento vetorial se eleva,
verificamos que a regia˜o de primeira ordem torna-se enfraquecida a que os valores
para o potencial qu´ımico de coexisteˆncia sa˜o deslocados para valores mais altos.
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Figura 3.6: Diagrama de fases obtidos no regime de acoplamento forte GSΛ2 = 4.
As linhas cheias representam a transic¸a˜o de fase de primeira ordem, enquanto
as linhas tracejadas referem-se a transic¸a˜o de fase de segunda ordem. Quando o
acoplamento vetorial e´ mantido nulo, o contorno de fase torna-se todo de primeira
ordem. Aumentando a magnitude da interac¸a˜o vetorial faz com que o domı´nio da
primeira ordem enfraquec¸a e fique apenas um padra˜o de dois pontos cr´ıticos.
Por outro lado, o acoplamento escalar atrativo GS possui o efeito
contra´rio, conforme sua magnitude aumenta, a transic¸a˜o de primeira
ordem torna-se favorecida. Portanto, no regime de acoplamento escalar
forte a transic¸a˜o de primeira ordem deve expandir. Se um dos
paraˆmetros tem o efeito de expandir a regia˜o de primeira ordem e o
outro de encolheˆ-la, para um dado intervalo sera´ poss´ıvel observar dois
pontos cr´ıticos em valores na˜o f´ısicos (mc < mphys ≃ 5MeV) para as
massas dos quarks.
Ao escolher um valor maior para a constante de acoplamento
escalar (e.g. GSΛ
2 ≃ 4), devemos produzir uma condic¸a˜o intermedia´ria
se adicionalmente alterarmos a intensidade do acoplamento vetorial.
Na Fig.(3.6) mostramos um diagrama de fases obtido no regime
de acoplamento forte. Esta estrutura de dois pontos cr´ıticos no
diagrama de fases assemelha-se ao comportamento demonstrado por
sistemas metamagne´ticos sob temperatura e campo magne´tico externo.
Para gerar estes diagramas de fases exo´ticos precisamos aumentar
suficientemente a constante de acoplamento escalar GS de modo a
3.3 Resultados na Aproximac¸a˜o de Campo Me´dio 93
ampliar a regia˜o de primeira ordem contra o efeito de enfraquecimento
do termo vetorial. Um cuidado adicional deve ser tomado aqui porque
estes valores elevados de GS definem tambe´m valores altos de massas
efetivas para os quarks as quais tornam-se maiores do que o pro´prio
cutoff, Λ. Embora tenhamos valores altos para as massas dos quarks
nessas condic¸o˜es, estes resultados na˜o sa˜o de fato observa´veis f´ısicos.
Esta parametrizac¸a˜o na˜o padra˜o, Λ = 587.9 MeV, GSΛ
2 = 4 e
m = 0, nos leva a`s seguintes quantidades fenomenolo´gicas na˜o usuais,
Mvac ≃ 836 MeV, −〈ψ¯ψ〉1/3 ≃ 263 MeV, f2π ≃ 92 MeV e m2π = 0. No
entanto, nosso propo´sito aqui e´ apenas demonstrar qualitativamente a
conjectura do back-bending por meio da investigac¸a˜o da versa˜o mais
simples do modelo NJL associado a uma interac¸a˜o vetorial. Os dois
pontos cr´ıticos devem aparecer somente quando as massas nuas dos
quarks sa˜o menores que o valor f´ısico e portanto na˜o podem ser
observados em um experimento real.
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Figura 3.7: Desaparecimento do ponto cr´ıtico adicional conforme a massa de
corrente dos quarks se eleva. Os correspondentes valores da massa dos quarks sa˜o
mostrados no gra´fico em unidades de MeV.
Quando variamos a massa de corrente dos quarks, partindo
do limite quiral para valores pro´ximos as massas f´ısicas, o ponto
cr´ıtico adicional deve receder ate´ seu desaparecimento. Observando o
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diagrama de Columbia em µ finito, percebemos que conforme a massa
dos quarks aumenta, a superf´ıcie cr´ıtica na˜o pode ser interceptada duas
vezes ale´m de certos valores das mesmas.
Figura 3.8: Resultado obtido na Ref. [60] usando o LSM [59] mostrando o mesmo
padra˜o de mu´ltiplos pontos cr´ıticos abaixo dos valores na˜o f´ısicos para a massa do
pion.
Na Fig.(3.7), sa˜o mostrados os diagramas de fases em regime de
acoplamento forte GSΛ
2 = 4.2 para as respectivas massas de corrente
dos quarks. O valor mais elevado na constante de acoplamento escalar
foi escolhido de modo a tornar o back-bending evidente. De modo
ana´logo, na Fig.(3.8) reproduzimos os gra´ficos avaliados usando [60]
LSM. Acima do valor da massa do pion de 50 MeV, o ponto cr´ıtico
na˜o usual na˜o pode ser observado mais e a regia˜o de primeira ordem
extraordina´ria encolhe ate´ desaparecer. Estes resultados podem ser
comparados porque a massa do pion e´ numericamente relacionada a
massa de corrente dos quarks por meio da relac¸a˜o de Gell-Mann–Oakes–
Renner, Eq.(2.76).
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Constitui-se uma interessante questa˜o comparar os diagramas de fases
obtidos para os diferentes modelos considerados aqui. Como temos
visto, o padra˜o de dois pontos cr´ıticos pode ser observado pela aplicac¸a˜o
de MFA no modelo de NJL apenas na presenc¸a de uma contribuic¸a˜o
vetorial repulsiva e constante de acoplamente escalar elevada o bastante
em valores baixos de massa de corrente.
Por meio da aplicac¸a˜o da OPT ao modelo SU(2) de NJL obte´m-
se um resultado parecido apresentando dois pontos cr´ıticos sem a
necessidade de introduc¸a˜o de qualquer termo vetorial. Como o me´todo
OPT introduz contribuic¸o˜es na˜o triviais a expansa˜o dos diagramas no
dado paraˆmetro otimizado, as respectivas correc¸o˜es sa˜o equivalentes ao
caso com um termo vetorial explic´ıto como discutido em [60]. Estas
correc¸o˜es do tipo GS〈ψ†ψ〉/(NcNf ) em OPT sa˜o suprimidas por um
fator 1/Nc e no limite Nc → ∞ o caso ordina´rio MFA e´ recuperado.
Na Fig.(3.9), estes resultados sa˜o comparados e pode-se observar a
auseˆncia de mu´ltiplos pontos cr´ıticos na te´cnica de MFA simples. Pela
introduc¸a˜o de um termo vetorial na expansa˜o MFA ou atrave´s das
correc¸o˜es na˜o triviais consideradas no me´todo OPT, podemos observar
dois pontos cr´ıticos no diagrama de fases.
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Figura 3.9: Respectivos diagramas de fases obtidos pela aplicac¸a˜o dos me´todos de
MFA e OPT. O padra˜o de dois pontos cr´ıticos aparece no me´todo de campo me´dio
MFA somente na presenc¸a de um GV na˜o nulo. O gra´fico de OPT foi extra´ıdo da
Ref.[60]. Uma massa de corrente dos quarks de m = 0.1 MeV foi usada aqui.
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Ale´m disso, na Fig.(3.10), mostramos a dependeˆncia da posic¸a˜o
do ponto cr´ıtico no eixo do potencial qu´ımico em func¸a˜o da massa de
corrente dos quarks em MFA com GV = 0.
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Figura 3.10: Dependeˆncia do potencial qu´ımico do ponto cr´ıtico em func¸a˜o da
massa de corrente dos quarks como obtido com MFA.
Apenas um ponto cr´ıtico e´ observado e a linha cr´ıtica expande no
plano µ−m quando a massa dos quarks aumenta. Pela introduc¸a˜o de
uma interac¸a˜o vetorial na lagrangiana obte´m-se o resultado apresentado
na Fig.(3.11).
Observamos que a regia˜o de primeira ordem relativa ao ponto
cr´ıtico adicional na˜o aparece acima de certos valores de massa nua dos
quarks. Nos valores de massa f´ısica, a regia˜o de primeira ordem com
baixo µ na˜o e´ mais observada e somente sobra a componente de primeira
ordem em µ elevado. Entre estas duas regio˜es de primeira ordem existe
um crossover o qual torna-se uma linha de segunda ordem no limite
quiral.
Na Fig.(3.12), mostramos tambe´m os resultados obtidos pela
aplicac¸a˜o [60] da OPT. Em virtude de sua dependeˆncia na˜o trivial
no acoplamento (na˜o perturbativa), o formalismo de OPT vai ale´m
da usual expansa˜o da teoria de perturbac¸a˜o, trazendo correc¸o˜es de
ordem 1/Nc ao potencial termodinaˆmico de MFA. Comparando nossos
resultados em MFA com aqueles obtidos pelo ca´lculo de OPT [60],
observamos que ambos preveem o back-bending da linha cr´ıtica. Em
ambos os ca´lculos observamos o segundo ponto cr´ıtico regredindo
conforme a massa dos quarks aproxima-se de seu valor f´ısico. O efeito
somente e´ vis´ıvel em MFA por causa da inserc¸a˜o da interac¸a˜o vetorial
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Figura 3.11: Dependeˆncia do potencial qu´ımico do ponto cr´ıtico em func¸a˜o da
massa de corrente dos quarks como obtido com MFA na presenc¸a de um termo de
interac¸a˜o vetorial.
em regime de acoplamento escalar forte. Ao utilizar o formalismo
OPT na˜o precisamos incluir a interac¸a˜o vetorial para obter termos
ale´m da expansa˜o perturbativa. As correc¸o˜es radiativas do me´todo
OPT naturalmente da˜o origem a um termo de repulsa˜o vetorial de
magnitude GS/(NcNf ). Recentemente [72], mostrou-se que a expansa˜o
OPT e´ capaz de reproduzir eficazmente as curvaturas associadas a
susceptibilidade de quarks sem a necessidade de adotar a um canal
de interac¸a˜o vetorial no modelo. Concluindo, usando a expansa˜o OPT
na˜o existe o problema de se especificar um valor para o paraˆmetro GV
como ocorre no modelo NJL. Isso representa uma grande vantagem pois
como ja´ dissemos o valor de GV e´ de fato desconhecido. Como uma
te´cnica poderosa, o me´todo OPT chega a resultados semelhantes sem
a necessidade de considerar uma contribuic¸a˜o vetorial.
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Figura 3.12: Dependeˆncia do potencial qu´ımico do ponto cr´ıtico em func¸a˜o da
massa de corrente dos quarks como obtido na Teoria de Perturbac¸a˜o Otimizada
(OPT). Gra´fico extra´ıdo da Ref. [60].
3.5 Considerac¸o˜es Finais
Nossa ana´lise do modelo NJL SU(2) com contribuic¸a˜o vetorial revelou o
encolhimento da regia˜o de primeira ordem a` medida que a magnitude do
acoplamentoGV cresce. Ao mesmo tempo, confirmamos a possibilidade
de back-bending no regime de acoplamento escalar forte por meio da
emergeˆncia de dois pontos cr´ıticos no diagrama de fases. A aplicac¸a˜o
deste me´todo perturbativo com o termo vetorial demonstrou resultados
parecidos com aqueles obtidos por OPT.
No cap´ıtulo seguinte devemos explorar a influeˆncia de campos
magne´ticos intensos no diagrama de fases no modelo NJL. Ale´m das
questo˜es normalmente abordadas neste contexto, tambe´m incluiremos
a contribuic¸a˜o vetorial como realizado aqui. Como veremos, o campo
magne´tico e o canal de interac¸a˜o vetorial produzem efeitos contra´rios
no diagrama de fases os quais podem ser devidamente comparados.
Cap´ıtulo 4
Interac¸a˜o Vetorial na
Mate´ria de Quarks
Magnetizada
Nos u´ltimos anos, a compreensa˜o teo´rica dos processos que governam a
natureza das transic¸o˜es de fase da mate´ria hadroˆnica foi melhorada pela
observac¸a˜o de que campos magne´ticos ultraintensos estariam presentes
nos ambientes onde estes fenoˆmenos ocorrem [73, 74]. O ordem de
grandeza t´ıpica destes campos pode variar de 1012−1019 G, e a energia
que armazenam podem disparar mechanismos de interac¸a˜o que na˜o sa˜o
conhecidos ate´ o momento 1 2.
Fortes campos magne´ticos podem ser gerados pela corrente de
feixes em coliso˜es na˜o centrais de ı´ons pesados [75]. Ao colidir
relativisticamente grandes nu´cleos com paraˆmetro de impacto na˜o nulo,
implica que o fluxo oposto dos nucleons espectadores produz um campo
1Aqui, as unidades do campo magne´tico sa˜o dadas em termos da massa do p´ıon,
com eB ≈ m2pi ou equivalentemente um campo de m
2
pi ≈ 10
18 G, onde mpi = 140
MeV e m2pi ≃ 0.02 GeV
2.
2E´ importante mencionar que os campos magne´ticos considerados aqui sa˜o de
natureza estritamente eletromagne´tica e na˜o relativos aos campos cromomagne´ticos
de cor.
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magne´tico transito´rio no plano de reac¸a˜o. Ale´m disso, campos ele´tricos
tambe´m podem ser criados nestas coliso˜es pela flutuac¸a˜o na posic¸a˜o
dos pro´tons e sua correlac¸a˜o com o campo magne´tico poderia revelar a
existeˆncia do efeito magne´tico quiral. Este efeito diz que um campo
magne´tico intenso pode causar uma distinc¸a˜o entre as helicidades
direita e esquerda e estabelecer uma corrente ele´trica anoˆmala ao
longo de sua direc¸a˜o. Esta corrente induzida jB no plasma carregado
conduz a uma separac¸a˜o de cargas positivas e negativas. Questiona-se
correntemente que atrave´s da medida desta separac¸a˜o de carga seria
poss´ıvel determinar a condutividade ele´trica da mate´ria quente [76].
Na Fig.(4.1), e´ mostrado um resultado teo´rico [76] para a magnitude
dos campos ele´tricos e magne´ticos no centro de colisa˜o como func¸a˜o do
paraˆmetro de impacto, b. Podemos notar que temos valores absolutos
na˜o nulos comparativamente iguais para os valores me´dios dos campos
ele´tricos e magne´ticos , 〈|Bx|〉, 〈|Ex|〉 e 〈|Ey|〉 no plano de reac¸a˜o xy.
Para os observa´veis que sa˜o sens´ıveis a esses campos deve-se levar em
considerac¸a˜o as flutuac¸o˜es evento-por-evento das posic¸o˜es dos pro´tons
dos nu´cleos em colisa˜o Neste caso, somente o campo 〈|By|〉 torna-se
relevante pois resulta em flutuac¸o˜es que ocorrem em torno de valores
na˜o nulos de campo. O campo ele´trico apesar de intenso na˜o deve
afetar os observa´veis pois suas me´dias evento-por-evento flutuam em
torno de zero como mostrado em [76].
O campo ma´ximo alcanc¸ado deve ser aproximadamente dado pela
energia da colisa˜o,
√
s, enquanto o tempo caracter´ıstico transiente
destes campos varia de 0.01 fm/c (LHC) a 0.1 fm/c (RHIC) [75]. Na
Fig.(4.2), mostramos a evoluc¸a˜o temporal deste campo magne´tico [77]
para um fator de boost de Lorentz γ = 100 (energia do RHIC) sob
diferentes valores de condutividade ele´trica, σ, do plasma. Pode-se
notar que o campo magne´tico deve persistir mais tempo quando ha´
a resposta do meio e´ condutor em virtude das correntes de Foucault
induzidas. Embora estes campos sobrevivam um tempo relativamente
muito curto durante a colisa˜o, sua influeˆncia na dinaˆmica das transic¸o˜es
de fase na˜o pode ser negada.
Ale´m da possibilidade de ocorreˆncia destes campos em coliso˜es
de ı´ons pesados, campos magne´ticos muito intensos tambe´m podem
existir nos nu´cleos de estrelas densas. O fluido magnetohidrodinaˆmico
carregado girando dentro de estrelas de neutroˆns ordina´rias pode
originar campos magne´ticos da ordem de 1012 − 1016 G [18]. Tambe´m
sa˜o observadas estrelas de neˆutrons anoˆmalas chamadas magnetares
que desenvolvem campos magne´ticos ainda mais intensos do ordem de
1018 G [17]. Campos magne´ticos extremamente intensos, acima de 1024
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Figura 4.1: Valores absolutos me´dios em evento-por-evento dos campos ele´trico e
magne´tico como func¸a˜o do paraˆmetro de impacto (gra´ficos extra´ıdos da Ref. [76]).
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Figura 4.2: Evoluc¸a˜o temporal do campo magne´tico criado por uma carga
puntiforme para diferentes valores de condutividade ele´trica. Gra´fico extra´ıdo da
refereˆncia [77]. Em meio condutor o decl´ınio do campo magne´tico e´ mais lento.
G, tambe´m estavam presentes na evoluc¸a˜o primordial do Universo,
sobrevivendo ate´ nossa era como um teˆnue resqu´ıcio permeando o
espac¸o [78, 79].
Em todos estes sistemas f´ısicos, o campo magne´tico existente
afeta de modo significativo a estrutura de fases da transic¸a˜o quiral. O
comportamento de um volume infinito de mate´ria fermioˆnica sujeita
a campos magne´ticos e condic¸o˜es extremas de temperatura e/ou
densidade pode ser descrito devidamente pela teoria efetiva de campo.
Va´rios modelos efetivos podem ser usados para explorar a mate´ria de
quarks magnetizada. Na f´ısica da mate´ria condensada encontramos os
melhores exemplos da relevaˆncia em considerar tais efeitos em sistemas
fermioˆnicos de baixa energia. O alinhamento e descric¸a˜o de o´rbitas das
part´ıculas fermioˆnicas em um campo intenso poderiam induzir e alterar
propriedades como a condensac¸a˜o e supercondutividade dos estados
quaˆnticos. Propriedades globais (bulk) como a densidade de part´ıculas e
a viscosidade (superfluidez) tambe´m podem sofrer modificac¸o˜es em um
campo magne´tico desta natureza. Neste n´ıvel, possivelmente correc¸o˜es
na˜o locais e efeitos de troca tambe´m poderiam ser necessa´rios para
explicar as caracter´ısticas deste tipo de mate´ria.
Por outro lado, a considerac¸a˜o de um canal de interac¸a˜o vetorial
na teoria tambe´m torna-se importante para estabelecer um mecanismo
de saturac¸a˜o. Seu cara´ter repulsivo reflete as forc¸as de sustentac¸a˜o que
impedem a mate´ria de colapsar para densidades mais elevadas. Estudar
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as relac¸o˜es entre o campo magne´tico externo e uma contribuic¸a˜o
vetorial pode implicar em novas caracter´ısticas no diagrama de fases
que na˜o sa˜o observadas pela considerac¸a˜o desses efeitos separadamente.
Em temperaturas finitas e potencial qu´ımico na˜o nulo observamos
a Cata´lise Magne´tica Inversa [80] a qual reduz o valor de µ de
coexisteˆncia e expande a regia˜o de primeira ordem no diagrama de fases.
A considerac¸a˜o de uma interac¸a˜o repulsiva induz um efeito oposto pelo
encolhimento da transic¸a˜o de primeira ordem e estabelece o potencial
qu´ımico de coexisteˆncia em valores mais elevados. Deste modo, a
transic¸a˜o quiral pode ocorrer em valores de densidade os quais esta˜o
mais relacionados com o caso onde o campo magne´tico esta´ ausente. Na
sequeˆncia, abordaremos os principais aspectos da inclusa˜o de um canal
de acoplamento vetorial no modelo NJL quando a mate´ria de quarks
esta´ sujeita a campos magne´ticos externos.
4.1 Potencial Termodinaˆmico em Temper-
atura Finita
Partindo da densidade de lagrangiana para o modelo em estudo
podemos considerar apenas a influeˆncia da interac¸a˜o vetorial por meio
da seguinte expressa˜o
L = ψ¯(iγµ∂
µ −m)ψ +GS [(ψ¯ψ)2 + (ψ¯iγ5~τψ)2]−GV (ψ¯γµψ)2 , (4.1)
onde a constante de acoplamento vetorial GV e´ assumida positiva
de modo a representar uma interac¸a˜o repulsiva. Como explicado no
cap´ıtulo anterior, o correspondente potencial termodinaˆmico Ω(µ, T )
pode ser obtido pela considerac¸a˜o dos condensados na˜o nulos
ρs = 〈ψ¯ψ〉 and ρ = 〈ψ†ψ〉 . (4.2)
Utilizando um procedimento de bosonizac¸a˜o, podemos linearizar
os bilineares quadra´ticos tornando expl´ıcita a dependeˆncia na densidade
de part´ıculas ρ e densidade de probabilidade do condensado quark-
antiquark ρs. Desde que, na aproximac¸a˜o de campo me´dio semicla´ssica,
o desvio dos valores assumidos pelo campo de seu valor me´dio e´
usualmente negligenciado e as seguintes relac¸o˜es podem ser obtidas
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(ψ¯ψ)2 ≃ 2ρsψ¯ψ − ρ2s ,
(ψ¯γµψ)2 ≃ 2ρψ¯γ0ψ − ρ2 . (4.3)
Assim, em potencial qu´ımico finito a densidade de lagrangiana
pode ser escrita simplesmente como antes
L = ψ¯(iγµ∂
µ −M + µ˜γ0)ψ − (M −m)
2
4GS
− (µ− µ˜)
2
4GV
, (4.4)
onde a massa efetiva e´ dada porM = m−2GSρs e o potencial qu´ımico
deslocado e´ µ˜ = µ − 2GV ρ. Sem a influeˆncia do campo magne´tico, o
potencial termodinaˆmico pode ser expresso como abaixo
Ω =
(M −m)2
4GS
− (µ− µ˜)
2
4GV
+
i
2
Tr
∫
d4p
(2π)4
ln [ 6p−M + µ˜γ0] , (4.5)
onde o inverso do propagador fermioˆnico S−1 = (6p −M + µ˜γ0) deve
conter somente os modos p0 → i(ων−iµ) das frequeˆncias de Matsubara
as quais resultam na antiperiodicidade dos campos fermioˆnicos va´lida
no contorno do tempo imagina´rio.
A considerac¸a˜o adicional de um campo magne´tico constante na
direc¸a˜o z ira´ quebrar a invariaˆncia esfe´rica espacial dos campos de
fe´rmions no plano xy. As part´ıculas e antipart´ıculas de carga ele´trica 3
absoluta |qf | ira˜o descrever o´rbitas circulares de momentum quantizado
p2x + p
2
y = (2n + 1 − s)|qf |B nos n n´ıveis de Landau [81]. Assim, o
momentum total pode ser substitu´ıdo por
p2 → pz2 + (2n+ 1− s)|qf |B , (4.6)
com o spin s = ±1 e n = 0, 1, . . . os n´ıveis de Landau. A energia total
das par´ıculas pode ser facilmente calculada como
Ep,n(B) =
√
p2z + (2n+ 1− s)|qf |B +M2 , (4.7)
A substituic¸a˜o da integrac¸a˜o do quadrimomentum no espac¸o de
fase pelas frequeˆncias de Matsubara ων = (2ν + 1)πT , com ν =
3Os sabores f = u, d tem carga ele´trica qu = +2/3e e qu = −1/3e
respectivamente.
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0,±1,±2 . . . e pelos n´ıveis quantizados de Landau implica [82] na
seguinte reduc¸a˜o dimensional
∫
d4p
(2π)4
→ iT |qf |B
2π
∞∑
ν=−∞
∞∑
n=0
∫
dpz
(2π)
. (4.8)
Aplicando as u´ltimas definic¸o˜es na Eq.(4.5), encontramos
Ω =
(M −m)2
4GS
− (µ− µ˜)
2
4GV
−Nc
∑d
f=u
T |qf |B
2π
∞∑
ν=−∞
∞∑
n=0
∫
dpz
(2π)
ln [(ων − iµ˜)2 + E2p,n] .
(4.9)
Esta expressa˜o pode ser devidamente avaliada usando o resultado
bem conhecido para a soma de Matsubara, Eq.(2.54), separando a
contribuic¸a˜o do va´cuo da parte te´rmica. Ale´m disso, a degeneresceˆncia
dos estados no n´ıvel de Landau mais baixo (Lowest Landau Level, LLL)
pode ser contabilizada pela mudanc¸a do ı´ndice de soma n por k
Ep,k(B) =
√
p2z + 2k|qf |B +M2 , (4.10)
com a inclusa˜o de um fator de degeneresceˆncia αk = 2 − δk0 na
respectiva soma. Assim obtemos
Ω =
(M −m)2
4GS
− (µ− µ˜)
2
4GV
− Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
∫ ∞
−∞
dpz
2π
Ep,k
−Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
∫ ∞
−∞
dpz
2π
{
T ln [1 + e−(Ep,k+µ˜)/T ]
+T ln [1 + e−(Ep,k−µ˜)/T ]
}
.
(4.11)
a qual pode ser escrita [83] separando cada contribuic¸a˜o nos seguintes
termos
Ω =
(M −m)2
4GS
− (µ− µ˜)
2
4GV
+Ωvac +Ωmag +Ωmed , (4.12)
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relativamente a parte do va´cuo, Ωvac, ao termo magne´tico na˜o te´rmico,
Ωmag, e a contribuic¸a˜o magne´tica, Ωmed, do meio magnetizado,
respectivamente. O primeiro termo na integral da Eq.(4.11) pode ser
calculado como a soma de dois destes termos (veja Apeˆndice D)
− Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
∫ ∞
−∞
dpz
2π
Ep,k = Ωvac +Ωmag , (4.13)
onde a contribuic¸a˜o do va´cuo para o potencial termodinaˆmico e´ escrita
como
Ωvac = −2NcNf
∫
d3p
(2π)3
Ep , (4.14)
a qual pode ser avaliada como (veja Apeˆndice A)
Ωvac =
NcNf
8π2
{
M4 ln
[
(Λ + ǫΛ)
M
]
− ǫΛΛ[Λ2 + ǫΛ2]
}
, (4.15)
onde o s´ımbolo ǫΛ representa a energia
√
Λ2 +M2.
A parte magne´tica do potencial termodinaˆmico pode ser calculada
definindo uma nova varia´vel xf (veja Apeˆndice D)
xf =
M2
(2|qf |B) , (4.16)
e usando a func¸a˜o zeta de Riemann-Hurwitz ζ(z, xf )
ζ(1,0)(−1, xf) = dζ(z, xf )
dz
∣∣∣∣
z=−1
, (4.17)
com estas definic¸o˜es, a contribuic¸a˜o puramente magne´tica pode ser
calculada como
Ωmag = − Nc2π2
d∑
f=u
(|qf |B)2
{
ζ(1,0)(−1, xf )− 1
2
(x2f − xf ) lnxf +
x2f
4
}
,
(4.18)
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e a contribuic¸a˜o do meio magnetizado para o potencial termodinaˆmico
e´ dada por
Ωmed
∣∣
T 6=0
= −Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
∫ ∞
−∞
dpz
2π
{
T ln [1 + e−(Ep,k+µ˜)/T ]
+T ln [1 + e−(Ep,k−µ˜)/T ]
}
.
(4.19)
Aplicando o procedimento de minimizac¸a˜o ao potencial termodinaˆmico
relativamente a massa efetiva M e ao potencial qu´ımico efetivo µ˜, no´s
temos
∂Ω
∂M
=
∂Ω
∂µ˜
= 0 , (4.20)
e chegamos as seguintes equac¸o˜es de gap
∂Ω
∂M
=
(M −m)
2GS
− MNcNf
2π2
(
ΛǫΛ − M
2
2
ln
[
(Λ + ǫΛ)
2
M2
])
−MNc
2π2
d∑
f=u
|qf |B
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln (2π) + xf
−1
2
(2xf − 1) ln (xf )
]
+
MNc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
×
∫ ∞
−∞
dpz
2π
1
Ep,k
[np,k(µ˜, T ) + n¯p,k(µ˜, T )] = 0 ,
∂Ω
∂µ˜
=
(µ− µ˜)
2GV
− Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
×
∫ ∞
−∞
dpz
2π
[np,k(µ˜, T )− n¯p,k(µ˜, T )] = 0 ,
(4.21)
onde os nu´meros de ocupac¸a˜o de part´ıculas podem ser escritos agora
como
np,k =
1
(1 + e(Ep,k−µ˜)/T )
n¯p,k =
1
(1 + e(Ep,k+µ˜)/T )
. (4.22)
A soluc¸a˜o auto consistente deste conjunto acoplado dado pelas
Eqs.(4.21) nos permitira´ obter os valores estaciona´rios da massa efetiva,
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M , e potencial qu´ımico efetivo, µ˜, em um dado estado (µ,T ) e espac¸o
de paraˆmetros dos valores de GV e B. Estas soluc¸o˜es podem fornecer
todas as quantidades termodinaˆmicas de interesse.
A densidade barioˆnica e´ tambe´m calculada da maneira estabele-
cida antes empregando a substituic¸a˜o Eq.(4.8)
ρB
∣∣
T 6=0
=
Nc
6π2
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
∫ ∞
−∞
dpz
(
np,k(µ˜, T )− n¯p,k(µ˜, T )
)
.
(4.23)
Esta u´ltima expressa˜o nos permitira´ verificar a dependeˆncia da
densidade barioˆnica como func¸a˜o da intensidade do campo magne´tico
e da magnitude do acoplamente vetorial.
4.2 Potencial Termodinaˆmico em Temper-
atura Zero
No limite de temperatura zero, a soma de Matsubara sobre os modos
fermioˆnicos e´ dada em termos da seguinte func¸a˜o degrau
lim
T→0
T
+∞∑
ν=−∞
ln[(ων−iµ˜)2+E2p,k] = Ep,k+(µ˜−Ep,k)Θ(µ˜−Ep,k). (4.24)
De acordo com este resultado, podemos estabelecer a parte do
potencial termodinaˆmico que depende do meio como
Ωmed
∣∣
T=0
= −Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk(|qf |B)
∫ ∞
−∞
dpz
2π
(µ˜− Ep,k)Θ(µ˜− Ep,k).
(4.25)
Realizando esta integrac¸a˜o temos como resultado uma expressa˜o
anal´ıtica (Apeˆndice E) dada em termos do potencial qu´ımico efetivo µ˜
e massa efetiva M
Ωmed
∣∣
T=0
= − Nc
4π2
d∑
f=u
kf,max∑
k=0
αk|qf |B
{
µ˜
√
µ˜2 − sf (k,B)2
−sf (k,B)2 ln
[
µ˜+
√
µ˜2 − sf (k,B)2
sf (k,B)
]}
,
(4.26)
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onde sf (k,B) =
√
M2 + 2|qf |kB. O nu´mero ma´ximo de n´ıveis de
Landau kf,max necessa´rios para acomodar todos os estados e´ dado pelo
inteiro mais pro´ximo da seguinte expressa˜o
kf,max =
µ˜2 −M2
2|qf |B . (4.27)
Empregando o procedimento variacional usual devemos observar
as seguintes condic¸o˜es mı´nimas para o gap de massa e potencial qu´ımico
efetivo no limite de temperatura nula
∂Ω
∂M
=
(M −m)
2GS
− MNcNf
2π2
[
ΛǫΛ − M
2
2
ln
(
(Λ + ǫΛ)
2
M2
)]
−MNc
2π2
d∑
f=u
|qf |B
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln (2π) + xf − 1
2
(2xf − 1) ln (xf )
]
+
d∑
f=u
kf,max∑
k=0
αk
MNc(|qf |B)
2π2
ln
[
µ˜+
√
µ˜2 − sf (k,B)2
sf (k,B)
]
= 0
∂Ω
∂µ˜
=
(µ− µ˜)
2GV
−
d∑
f=u
kf,max∑
k=0
αk
Nc(|qf |B)
2π2
√
µ˜2 − sf (k,B)2 = 0,
(4.28)
Outra importante quantidade e´ a densidade barioˆnica, a qual pode
ser calculada por meio do valor do momento de Fermi kF (k, sf ) =√
µ˜2 − sf (k,B)2
ρB
∣∣
T=0
=
d∑
f=u
kf,max∑
k=0
αk
Nc(|qf |B)
6π2
√
µ˜2 − sf(k,B)2 (4.29)
O conjunto padra˜o de paraˆmetros usados aqui em nossa avaliac¸a˜o
nume´rica e´ o seguinte Λ = 590MeV, GS = 2.435/Λ
2 e m = 6.0MeV.
Estes valores ajustam apropriadamente os valores fenomenolo´gicos
para a massa do pion mπ, a constante de decaimento do pion fπ
e para o condensado de quarks 〈ψ¯ψ〉. Este conjunto de paraˆmetros
apresenta uma pequena diferenc¸a em relac¸a˜o aos paraˆmetros utilizados
anteriormente. Para comparar nossos ca´lculos com resultados obtidos
previamente modificamos os valores de acordo.
Como discutido anteriomente, a massa do me´son ω esta´ acima do
valor de Λ, e na˜o podemos usa´-la para ajustar devidamente um valor
para o paraˆmetro de acoplamento vetorial GV . Dessa forma, foram
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escolhidos dois valores de acoplamento GV = 0.3GS e GV = 0.5GS,
os quais cancelam os efeitos proporcionados pelos valores de campo
magne´tico eB = 6 m2π e eB = 15 m
2
π em temperatura zero como
veremos adiante.
4.3 O Fenoˆmeno da Cata´lise Magne´tica
Um dos fenoˆmenos mais interessantes que ocorrem na mate´ria de
quarks magnetizada e´ a Cata´lise Magne´tica [84], que como veremos tem
importantes consequeˆncias no diagrama de fases. Na presenc¸a de um
campo magne´tico de fundo, a transic¸a˜o da fase quiralmente sime´trica
para a fase quiralmente quebrada manifesta-se em valores menores de
acoplamento escalar GS que seriam necessa´rios sem a sua influeˆncia.
Figura 4.3: Aumento no valor da massa efetiva devido a cata´lise magne´tica
observada no modelo de NJL e no modelo de Sakai-Sugimoto. (gra´fico extra´ıdo da
Ref. [85]). Os resultados apresentam a mesma dependeˆncia com o campo magne´tico
exceto pelo deslocamento existente.
No modelo de NJL o resultado usual e´ observado como um
aumento no valor da massa efetiva conforme a intensidade do campo
magne´tico se eleva. Um comportamento similar e´ tambe´m verificado
em ca´lculos baseados no princ´ıpio da holografia como o modelo Sakai-
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Sugimoto [86] como pode ser visto na Fig.(4.3)4.
Os valores da massa efetiva dos quarks aumentam como func¸a˜o do
campo magne´tico do mesmo modo em ambos os modelos. Os resultados
diferem basicamente na linha de base provavelmente devido a escolha
das constantes de acoplamento. E´ interessante mencionar que a cata´lise
magne´tica na˜o e´ um fenoˆmeno exclusivamente relacionado aos quarks,
mas tambe´m acontece em sistemas fermioˆnicos de energia mais baixa.
Na Fig.(4.4) mostramos as orientac¸o˜es relativas entre o spin, ~s, e o
momento magne´tico de spin, ~µS , para estes pares de part´ıculas. Como
a raza˜o giromagne´tica, γ, na relac¸a˜o ~µS = γ~s, depende da carga da
part´ıcula, a orientac¸a˜o do momento magne´tico sera´ sempre contra´ria a
direc¸a˜o do spin para cargas negativas. Neste caso, nos pares fe´rmion–
anti-fe´rmion 〈e e¯〉 e 〈q q¯〉, a direc¸a˜o dos momentos magne´ticos e´ a
mesma. Ao aplicarmos um campo magne´tico ao par, o alinhamento
ocorrera´ da mesma maneira para cada elemento. Tal comportamento
seria diferente para um par de Cooper, no qual os momentos magne´ticos
esta˜o em oposic¸a˜o. Neste caso a aplicac¸a˜o de B resultaria no anti
alinhamento dos dipolos magne´ticos e a consequente quebra do par.
Enquanto em um par fe´rmion–anti-fe´rmion o campo apresenta um
efeito catalisador para a sua formac¸a˜o, no par fe´rmion-fe´rmion, ele
contribui para sua dissociac¸a˜o.
Figura 4.4: Comparac¸a˜o entre as direc¸o˜es relativas do spin, ~s, e do momento
magne´tico de spin, ~µS , nos pares de fe´rmion–anti-fe´rmion e fe´rmion-fe´rmion. A
aplicac¸a˜o de um campo magne´tico externo B deve contribuir para a formac¸a˜o dos
pares 〈f f¯〉 e induzir a dissociac¸a˜o do par de Cooper 〈f f〉.
4Na realidade, uma comparac¸a˜o entre modelos hologra´ficos e os resultados de
modelos efetivos da QCD e´ somente conveniente com a u´ltima em um regime de
acoplamento forte.
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Outra consequeˆncia no modelo efetivo de NJL e´ o aumento da
temperatura pseudo cr´ıtica Tpc com o campo magne´tico como podemos
observar no painel superior da Fig.(4.5). Como esse aumento o meio
magne´tico favorece a fase quebrada em µ = 0. Tal caracter´ıstica e´
amplamente confirmada na maioria dos modelos efetivos, contudo, sua
autenticidade ainda permanece uma questa˜o em aberto em comparac¸a˜o
com os resultados obtidos pela QCD na rede. A partir de ca´lculos
na rede, existem dois resultados que apresentam o comportamento
da temperatura pseudo cr´ıtica como func¸a˜o da influeˆncia do campo
magne´tico. O primeiro ca´lculo na rede [87] realizado para verificar
o comportamento da temperatura pseudo cr´ıtica nos mostra que a
temperatura de transic¸a˜o aumenta somente um pouco conforme B
cresce. Este resultado foi obtido para dois sabores de quarks e valores
bastante elevados para a massa do pion (mπ = 200 − 400 MeV). Um
segundo ca´lculo na rede [88] foi realizado e alguns aspectos foram
melhorados em relac¸a˜o ao primeiro. Ao considerar 2+1 sabores de
quark, o valor f´ısico para a massa do pion (mπ = 140 MeV) e uma
extrapolac¸a˜o para o cont´ınuo, este trabalho [88] nos mostra que Tpc
decresce a medida que a intensidade do campo externo se torna maior.
Este resultado, mostrado no painel inferior da Fig.(4.5), difere do
previsto pelos modelos efetivos como o NJL estudado aqui.
Estudos recentes [89, 90, 91, 92] teˆm procurado solucionar esta
discrepaˆncia entre os ca´lculos da rede e os resultados dos modelos
efetivos. Segundo [90], uma poss´ıvel causa desse comportamento
da temperatura pseudo cr´ıtica seria o recuo dos glu´ons devido ao
acoplamento do campo magntico com o mar de quarks. Nesse contexto,
um resultado interessante pode ser encontrado na Ref. [93], onde a
influeˆncia da liberdade assinto´tica da QCD no comportamento de Tpc e´
simulada no modelo de NJL com dois sabores atrave´s de uma constante
de acoplamento GS varia´vel. De acordo com Miransky e Shovkovy
[84] a constante de acoplamento da QCD deve apresentar a seguinte
dependeˆncia em relac¸a˜o ao campo magne´tico e o paraˆmetro de escala
da QCD (ΛQCD ∼ 200MeV)
1
αs
∼ (11Nc − 2Nf)
12π
ln
(
eB
Λ2QCD
)
. (4.30)
Dessa maneira, Farias et al. [93] propuseram uma constante
de acoplamento GS(B) no modelo de NJL dependente do campo
magne´tico dada por
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Figura 4.5: (Painel superior) Variac¸a˜o da temperatura pseudo cr´ıtica de crossover
no modelo de NJL mostrando um aumento monotoˆnico conforme a intensidade do
campo magne´tico cresce. (Painel inferior) O mesmo ca´lculo da temperatura pseudo
cr´ıtica obtido na rede extra´ıdo da Ref.[88] estabelecendo o comportamento oposto.
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GS(B) =
GS0
1 + α ln
(
1 + β
eB
Λ2QCD
) , (4.31)
onde GS0 e´ a constante de acoplamento em B = 0; α e β sa˜o
constantes. Na Fig.(4.6), mostramos o resultado extra´ıdo da Ref. [93]
que mostra como e´ poss´ıvel obter um resultado similar a` rede para
o comportamento de Tpc quando usamos o modelo de NJL com GS
dependente de B.
Figura 4.6: Comportamento da temperatura pseudo cr´ıtica no modelo de NJL com
constante de acoplamento GS dependente do campo externo. Gra´fico extra´ıdo da
Ref. [93]. Como Tpc decresce com a intensidade do campo magne´tico esse resultado
mostra-se consistente ao determinado na rede.
Como as consequeˆncias da contribuic¸a˜o do canal vetorial devem
aparecer somente em potencial qu´ımico na˜o nulo, em µ = 0 a cata´lise
magne´tica na˜o sera´ afetada por sua inserc¸a˜o. O cara´ter repulsivo da
contribuic¸a˜o vetorial devera´ ter maior impacto na regia˜o de potencial
qu´ımico finito devido ao seu balanceamento com o potencial escalar
atrativo.
4.4 O Fenoˆmeno da Cata´lise Magne´tica
Inversa
Em potencial qu´ımico finito a influeˆncia do campo magne´tico na
restaurac¸a˜o da simetria quiral e´ essencialmente diferente do compor-
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tamento observado em µ = 0. Foi observado por Preis et al.[80] que
o campo magne´tico cataliza a restaurac¸a˜o para a fase quiralmente
sime´trica em contraste com a cata´lise magne´tica ordina´ria. Eles ob-
servaram este efeito usando um sabor de quark na˜o massivo no modelo
de NJL e tambe´m na te´cnica hologra´fica de Sakai-Sugimoto. Este efeito
foi denominado Cata´lise Magne´tica Inversa porque a existeˆncia de um
campo magne´tico de fundo ira´ favorecer a restaurac¸a˜o da simetria quiral
na regia˜o de µ 6= 0. Isto ocorre porque o custo energe´tico para formar
um condensado quark-antiquark depende de ambos potencial qu´ımico
e intensidade do campo magne´tico, de modo que proporcional a µ2B.
Quando aumentamos a intensidade do campo B o potencial qu´ımico
de coexisteˆncia deve decrescer. Nem todos os estados sa˜o permitidos,
mas somente aqueles compat´ıveis com o preenchimento dos n´ıveis de
energia de Landau.
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Figura 4.7: Potencial qu´ımico de coexisteˆncia em func¸a˜o de B a temperatura zero
e acoplamento vetorial GV varia´vel. A interac¸a˜o vetorial enfraquece o decre´scimo
no contorno de fase que e´ devido a Cata´lise Magne´tica Inversa.
Na Fig.(4.7) sa˜o mostradas as curvas correspondentes a de-
pendeˆncia do potencial qu´ımico de coexisteˆncia a temperatura nula
com a intensidade do campo magne´tico externo e acoplamento da in-
terac¸a˜o vetorial. Este gra´fico foi determinado por meio da obtenc¸a˜o dos
valores de potencial qu´ımico de coexisteˆncia em diagramas de fases con-
stru´ıdos para B e GV varia´veis. A curva mais a esquerda com GV = 0
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ilustra o fenoˆmeno da Cata´lise Magne´tica Inversa. A medida que o
campo magne´tica aumenta o contorno de fase e´ deslocado para valores
menores de potencial qu´ımico. Tambe´m podemos notar um compor-
tamento oscilato´rio no contorno de fase que caracteriza a estrutura de
n´ıveis de energia de Landau. Estas oscilac¸o˜es sa˜o mais evidentes na
regia˜o de B pequeno por causa do preenchimento dos n´ıveis mais eleva-
dos de Landau. De acordo com o modelo NJL SU(3) [94], conforme o
campo magne´tico cresce, o potencial qu´ımico de coexisteˆncia pode ser
maior ou menor que o valor assumido em B = 0.
A inserc¸a˜o da interac¸a˜o vetorial ira´ afetar o contorno de coex-
isteˆncia como podemos ver na mesma figura. Com o aumento do
acoplamento vetorial GV , as curvas basicamente sa˜o deslocadas para
valores mais elevados de potencial qu´ımico devido a mudanc¸a impl´ıcita
na equac¸a˜o µ˜ = µ−2GV ρ. O padra˜o de oscilac¸o˜es e´ quase o mesmo para
pequenos valores de GV , mas observa-se uma modificac¸a˜o substancial
nos valores de GV = 0.4GS e GV = 0.5GS . No´s tambe´m observa-
mos o potencial qu´ımico de coexisteˆncia aumentando em valores mais
elevados de B quando a interac¸a˜o vetorial esta´ presente.
4.5 Ana´lise do Diagrama de Fases
Vamos considerar agora os deslocamentos relativos as coordenadas
do ponto cr´ıtico conforme o campo magne´tico e acoplamento vetorial
sa˜o variados. Como dissemos antes, a regia˜o de primeira ordem do
diagrama de fases e´ reforc¸ada com o aumento do campo magne´tico
e enfraquecida com o correspondente acre´scimo na intensidade de
acoplamento vetorial. Na Fig.(4.8) mostramos as mudanc¸as produzidas
na localizac¸a˜o do ponto cr´ıtico em sua coordenada no eixo do potencial
qu´ımico. Na Fig.(4.9) podemos notar como as coordenadas do ponto
cr´ıtico variam no eixo da temperatura da temperatura conforme B e
GV variam.
Conforme os valores de B aumentam, a posic¸a˜o do poten-
cial qu´ımico recua como esperado pela Cata´lise Magne´tica Inversa.
Tambe´m, com o aumento do campo magne´tico, a temperatura de local-
izac¸a˜o do ponto cr´ıtico se eleva, devido ao reforc¸o na regia˜o de primeira
ordem.
Por outro lado, conforme a intensidade de acoplamento vetorial
aumenta, as coordenadas do ponto cr´ıtico no eixo do potencial qu´ımico
ficam localizadas em valores mais altos. Inversamente, a temperatura
de localizac¸a˜o do ponto cr´ıtico e´ reduzida ate´ a regia˜o de primeira
ordem desaparecer totalmente em um dado valor suficiente de GV . A
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Figura 4.8: Dependeˆncia da localizac¸a˜o do ponto cr´ıtico no eixo do potencial
qu´ımico em func¸a˜o da variac¸a˜o de B e GV . Os valores nos contornos representam
o potencial qu´ımico no ponto cr´ıtico. O potencial qu´ımico decresce em campos
magne´ticos mais intensos e aumenta em valores de GV mais repulsivos.
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Figura 4.9: Dependeˆncia da localizac¸a˜o do ponto cr´ıtico no eixo da temperatura em
func¸a˜o da variac¸a˜o de B e GV . Os valores nos contornos representam a temperatura
no ponto cr´ıtico. A coordenada da temperatura aumenta com B maior e diminui
com acoplamento GV decrescente.
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partir destes gra´ficos, o comportamento oposto destes efeitos torna-se
mais evidente. Na escala de temperatura (µ = 0), a Cata´lise Magne´tica
leva o contorno de fase para valores elevados de temperatura conforme
a intensidade do campo aumenta, exibindo um claro desacordo com
o resultado da rede mostrado em [88]. No outro limite, na escala de
potencial qu´ımico (T = 0), a Cata´lise Magne´tica Inversa direciona a
regia˜o de coexisteˆncia para valores mais baixos de µ conforme o campo
de fundo B aumenta.
Na Fig.(4.10), mostramos as modificac¸o˜es no diagrama de fases
causadas pelos efeitos considerados neste cap´ıtulo.
Figura 4.10: Diagramas de fases no plano T−µmostrando a influeˆncia da interac¸a˜o
vetorial em GV = 0.5GS e campo magne´tico de valor eB = 15m
2
pi.
Em comparac¸a˜o com o caso onde B = 0 e GV = 0, a introduc¸a˜o de
um campo magne´tico da ordem de eB = 15m2π faz a linha de primeira
ordem expandir ao longo do plano T − µ. O ponto cr´ıtico alcanc¸a
valores mais baixos no eixo do potencial qu´ımico bem como em todo o
contorno de fase. A temperatura pseudo cr´ıtica aumenta com o valor
do campo magne´tico devido a` Cata´lise Magne´tica nessa regia˜o.
Estabelecendo somente o efeito do acoplamento vetorial, escolhendo-
se o valor de GV = 0.5GS, observa-se o encolhimento da regia˜o de
primeira ordem e a elevac¸a˜o nos valores do potencial qu´ımico. Entre-
tanto, neste caso, a temperatura pseudo cr´ıtica permanece a mesma
que no caso B = 0 e GV = 0, porque a interac¸a˜o vetorial somente afeta
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o diagrama quando µ 6= 0.
Inserindo ambas as contribuic¸o˜es (eB = 15m2π, GV = 0.5GS),
reproduzimos uma situac¸a˜o intermedia´ria, quase compara´vel ao caso
sem nenhum dos efeitos (B = 0, GV = 0) em valores pequenos de
temperatura. Ale´m de T = 0, no entanto, a curvatura destes contornos
de fase sa˜o claramente diferentes, enfatizando deste modo que o caso
B = 0 e GV = 0 na˜o pode ser restaurado pela introduc¸a˜o dos dois
efeitos. Verificamos ainda que este resultado pode ser importante
somente em T = 0, quando a presenc¸a de um campo magne´tico de
fundo poderia reduzir ou mesmo cancelar o efeito repulsivo provocado
pela interac¸a˜o vetorial. No interior do nu´cleo magnetizado de uma
estrela compacta, a pressa˜o de saturac¸a˜o seria deslocada para valores
mais altos modificando sua relac¸a˜o massa/raio.
Analisando as caracter´ısticas do diagrama de fases em um campo
magne´tico mais fraco, eB = 6m2π, pode-se encontrar quase o mesmo
comportamento mostrado antes, onde a primeira diferenc¸a que pode-
mos notar esta´ no espac¸amento entre as curvas, conforme mostramos
na Fig.(4.11).
Figura 4.11: Diagramas de fases no plano T−µmostrando a influeˆncia da interac¸a˜o
vetorial em GV = 0.3GS e campo magne´tico de valor eB = 6m
2
pi .
Comparando o caso padra˜o (B = 0, GV = 0) com aquele onde o
campo magne´tico e´ eB = 6m2π vemos uma pequena expansa˜o da regia˜o
de primeira ordem e um pequeno recuo nos valores de µ. A interac¸a˜o
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vetorial sozinha, com (B = 0, GV = 0.3GS), apenas o enfraquece
a regia˜o de primeira ordem e causa um pequeno deslocamento do
contorno de fase para valores mais altos de µ.
A principal diferenc¸a aparece quando comparamos os casos (eB =
15m2π, GV = 0.5GS) e (eB = 6m
2
π, GV = 0.3GS). No primeiro,
a introduc¸a˜o do campo magne´tico eB = 15m2π para GV = 0.5GS
apenas, amplia a linha de fronteira de coexisteˆncia. Entretanto, no
segundo caso, a influeˆncia adicional do campo de valor eB = 6m2π,
encolhe a linha de primeira ordem em comparac¸a˜o com a contribuic¸a˜o
do acoplamento vetorial GV = 0.3GS sozinha. O campo magne´tico
apresenta ambos os efeitos de intensificac¸a˜o e enfraquecimento na
transic¸a˜o de primeira ordem, dependendo da intensidade do campo,
quando a ana´lise e´ feita assumindo a existeˆncia de uma interac¸a˜o de
acoplamento vetorial.
Esta conclusa˜o contrasta com o conhecimento anterior da in-
flueˆncia apenas do campo magne´tico. Esta aparente contradic¸a˜o pode
ser explicada considerando o nu´mero ma´ximo de n´ıveis de Landau
kf,max os quais sa˜o necessa´rios para acomodar todos estes estados de
fe´rmions. Em um campo suficientemente elevado, todos os estados sa˜o
definidos pelo n´ıvel de Landau mais baixo. Em um campo magne´tico
mais fraco, o nu´mero de n´ıveis de Landau necessa´rios cresce como pode-
mos verificar atrave´s da Eq.(4.27). Assim, para popular estes n´ıveis
adicionais parte da energia dispon´ıvel no sistema e´ requerida, restando
menos energia para a massa efetiva.
4.6 Diagramas de Fases no Plano T − ρB
A fase de coexisteˆncia de primeira ordem e´ melhor considerada quando
analisamos o diagrama de fases no plano T − ρB. Na transic¸a˜o de
primeira ordem, as duas densidades coexistentes podem ser calculadas
determinando a massa efetiva nos mı´nimos de mesma pressa˜o do
potencial termodinaˆmico. Em uma dada temperatura e´ poss´ıvel a
coexisteˆncia de duas fases diferentes em densidades distintas.
A aplicac¸a˜o de um campo magne´tico externo de eB = 15m2π
amplia a regia˜o de coexisteˆncia quando todos os estados esta˜o no
LLL (veja Fig.(4.12)). Diferentemente, em um campo mais fraco com
eB = 6m2π, esta regia˜o e´ reduzida (veja Fig.(4.13)).
Na Fig.(4.12), com um campo magne´tico forte, a diferenc¸a de
densidades ∆ρ = ρH − ρL (onde, ρH , corresponde a densidade maior
e ρL e´ a menor densidade) e´ maior que no caso B = 0, GV = 0 e a
condic¸a˜o de coexisteˆncia permanece ate´ valores altos de temperatura.
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No entanto, com um campo magne´tico fraco, a diferenc¸a na densidade
e´ menor que no caso B = 0, GV = 0, como nos mostra a Fig.(4.13).
Novamente, este comportamento peculiar pode ser explicado pelo
padra˜o de ocupac¸a˜o dos n´ıveis quantizados de Landau.
Figura 4.12: Diagrama de fases de primeira ordem no plano T − ρB mostrando a
influeˆncia da interac¸a˜o vetorial em GV = 0.5GS e intensidade de campo magne´tico
de eB = 15m2pi
Desde que, em um campo fraco mais energia do sistema e´
necessa´ria para promover os fe´rmions para n´ıveis de Landau mais altos.
Em um campo suficientemente forte, isto na˜o ocorre porque todos os
estados fermioˆnicos esta˜o no n´ıvel mais baixo (LLL).
Ao considerar apenas a influeˆncia da interac¸a˜o vetorial, percebe-
mos que a regia˜o de coexisteˆncia encolhe na escala de temperatura
para ambos os valores de acoplamento. Dependendo da intensidade do
campo magne´tico a influeˆncia do acoplamento vetorial e´ diferente. Em
um campo elevado a regia˜o de coexisteˆncia e´ reduzida em comparac¸a˜o
com o caso eB = 15m2π, GV = 0, mas o campo ainda e´ forte o suficiente
para manter a diferenc¸a ∆ρ maior do que o caso B = 0, GV = 0. Em
contraste, quando o valor do campo e´ menor, eB = 6m2π, o efeito da in-
terac¸a˜o vetorial e´ mais pronunciado e a regia˜o de coexisteˆncia torna-se
muito menor que no caso B = 0, GV = 0.
Outra caracter´ıstica a considerar e´ o efeito do campo magne´tico
em valores na˜o nulos de temperatura. Enquanto os valores de densidade
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Figura 4.13: Diagrama de fases de primeira ordem no plano T − ρB mostrando a
influeˆncia da interac¸a˜o vetorial em GV = 0.3GS e intensidade de campo magne´tico
de eB = 6m2pi
menor sa˜o menos modificados de um caso para outro, a densidade mais
alta aumenta a partir de seu valor em T = 0 quando a temperatura
se eleva. Esta propriedade e´ mais evidente para o campo mais fraco,
eB = 6m2π, do que para a intensidade, eB = 15m
2
π. Conforme insere-se
o canal de acoplamento vetorial, a densidade mais alta torna-se quase
constante com o incremento na temperatura.
4.7 Oscilac¸o˜es de De Haas-van Alphen na
Densidade
Em temperatura nula a densidade da mate´ria de quarks pode ser
calculada pela Eq.(4.29). Aumentando-se o campo magne´tico externo,
obte´m-se as oscilac¸o˜es quase perio´dicas nos valores de densidade como
mostrado na Fig.(4.14)
Tal comportamento oscilato´rio representa uma clara manifestac¸a˜o
do efeito de De Haas-van Alphen [95] para a mate´ria fermioˆnica sujeita a
um campo magne´tico externo. De fato, podemos assinalar seu cara´ter
puramente quaˆntico devido ao evidente desacordo com o teorema de
Bohr-van Leeuwen [96, 97]. Este teorema estabelece que classicamente,
124 Interac¸a˜o Vetorial na Mate´ria de Quarks Magnetizada
0 2 4 6 8 10 12 140.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
eBmΠ2
Ρ
BH
Ρ
0
GV=0
GV=0.1 GS
GV=0.2 GS
GV=0.3 GS
GV=0.4 GS
GV=0.5 GS
Figura 4.14: Oscilac¸o˜es na densidade mais alta da mate´ria hadroˆnica inerentes ao
efeito de de Haas-van Alphen conforme a intensidade do campo magne´tico se eleva.
Com o incremento no acoplamento vetorial verificamos um decre´scimo global nos
valores de densidade.
nenhuma propriedade de um dado sistema em equil´ıbrio te´rmico
deve depender da intensidade do campo magne´tico. Como o campo
magne´tico na˜o realiza trabalho sobre cargas ele´tricas em movimento, a
energia do sistema permanece inalterada quando o campo e´ variado.
O gra´fico anterior mostra que a densidade depende fortemente da
intensidade do campo magne´tico, com um comportamento assinto´tico
linear em valores mais elevados do campo. Em valores menores de
intensidade do campo, a densidade oscila ao redor de um valor quase
constante. Pode ser observada uma estrutura de dois picos a qual
repete-se quase periodicamente nos valores de B. Como podemos
notar, a interac¸a˜o vetorial modifica pouco o comportamento das curvas.
Quando o acoplamento vetorial aumenta a mudanc¸a mais vis´ıvel ocorre
no decre´scimo global nos valores da densidade. As oscilac¸o˜es sa˜o
menos influenciadas pelo aumento de GV e podemos apenas verificar
um pequeno deslocamento das oscilac¸o˜es de de Haas-van Alphen para
valores menores de B.
Este padra˜o oscilato´rio foi observado previamente por Preis et
al [80] empregando o modelo de NJL para um sabor na˜o massivo
(veja a Fig.(4.15)). Neste trabalho tambe´m verificou-se a auseˆncia
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destas oscilac¸o˜es quando o mesmo ca´lculo foi realizado utilizando o
modelo hologra´fico de Sakai-Sugimoto. Resultados semelhantes foram
originalmente observados na Ref.[98] em GV = 0 para dois sabores de
quark e m 6= 0.
Figura 4.15: Resultados obtidos por Preis et al [80] usando o modelo de Sakai-
Sugimoto (Painel superior) e o modelo de NJL (Painel inferior) para um sabor
de quark. As oscilac¸o˜es na densidade esta˜o presentes somente no ca´lculo de NJL,
enquanto o ca´lculo baseado na holografia na˜o e´ sens´ıvel a este efeito.
O comportamento perio´dico destas variac¸o˜es e´ melhor visto
quando constru´ımos o gra´fico da densidade em func¸a˜o do rec´ıproco
do campo magne´tico 1/B. Historicamente, a teoria de Landau do
diamagnetismo [81] ja´ previa a condic¸a˜o oscilato´ria, a qual foi verificada
experimentalmente por de Haas e van-Alphen [95]. A explicac¸a˜o correta
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a respeito do padra˜o perio´dico foi dada por Onsager [99] em termos da
quantizac¸a˜o de Bohr-Sommerfeld para as o´rbitas descritas. De acordo
com Onsager5, a periodicidade 1/B das variac¸o˜es pode ser relacionada
a a´rea S da o´rbita extremal na superf´ıcie de Fermi avaliada na direc¸a˜o
do campo magne´tico segundo a expressa˜o
∆
(
1
B
)
=
2πq
~c
1
S
. (4.32)
Na Fig.(4.16) sa˜o mostradas as oscilac¸o˜es de de Haas-van Alphen
na densidade em func¸a˜o do rec´ıproco do campo magne´tico 1/B. Pode-se
notar um padra˜o regular de dois picos o qual repete-se periodicamente
quando o campo varia. A influeˆncia do acoplamento vetorial e´ pequena
nas oscilac¸o˜es magne´ticas e observamos um pequeno aumento no
espac¸amento entre os picos a medida que GV fica mais forte. Em termos
da fo´rmula de Onsager, isto significa que um aumento no acoplamento
vetorial reduz a a´rea das o´rbitas extremais na superf´ıcie de Fermi. O
dois picos devem-se a diferenc¸a de carga ele´trica absoluta existente
entre os quarks up e down.
Figura 4.16: Oscilac¸o˜es de De Haas-van Alphen na densidade como func¸a˜o do
inverso do campo magne´tico para alguns valores de acoplamento GV .
5 Na verdade, a definic¸a˜o original envolve o rec´ıproco da intensidade do campo
magne´tico 1/H em vez de 1/B. Para nossos propo´sitos aqui, eles sera˜o considerados
iguais.
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4.8 Considerac¸o˜es Finais
Determinamos com a discussa˜o deste cap´ıtulo como o campo magne´tico
modifica as propriedades da mate´ria de quarks e qual seu efeito sobre a
restaurac¸a˜o da simetria quiral. Reproduzimos os principais resultados
referentes ao fenoˆmeno da cata´lise magne´tica e observamos que a
interac¸a˜o vetorial pode diminuir o efeito da cata´lise magne´tica inversa
na quebra de simetria quiral. Enquanto a ac¸a˜o do campo externo tende
a intensificar a linha de primeira ordem no diagrama de fases e tambe´m
favorecer a restaurac¸a˜o da simetria quiral, a repulsa˜o vetorial deve
enfraquecer a linha de coexisteˆncia e favorecer a fase quebrada. A
conjunc¸a˜o de ambos os efeitos resulta em uma condic¸a˜o intermedia´ria
no diagrama de fases e como veremos no pro´ximo cap´ıtulo pode originar
propriedades interessantes.
Ale´m disso, comprovamos a existeˆncia das oscilac¸o˜es de De Haas-
van Alphen na densidade da mate´ria de quarks e estudamos o efeito
da interac¸a˜o repulsiva neste contexto. Estas oscilac¸o˜es na densidade
teˆm influeˆncia direta na tensa˜o superficial, γT , existente na interface
de separac¸a˜o das fases hadroˆnica e de quarks. Como a tensa˜o superficial
e´ dada basicamente pela diferenc¸a entre as densidades maior e menor
[100], ou seja, γT ∼ ∆ρ, as oscilac¸o˜es induzidas pelo campo magne´tico
tambe´m refletem-se sobre esta grandeza, como verificado na Ref. [101].
Um valor pequeno na tensa˜o superficial deve afetar decisivamente o
mecanismo de nucleac¸a˜o na estrutura de objetos estelares compactos e
dessa forma favorecer a formac¸a˜o das chamadas estrelas h´ıbridas.
No pro´ximo cap´ıtulo, vamos mostrar como a ac¸a˜o conjugada
do campo magne´tico e da repulsa˜o vetorial deve resultar em um
desdobramento de fases e em fases mu´ltiplas.
Cap´ıtulo 5
Desdobramento de Fases
Magne´ticas Mu´ltiplas
na Mate´ria de Quarks
Neste cap´ıtulo, vamos explorar a estrutura de fases da mate´ria de
quarks magnetizada e tambe´m como a introduc¸a˜o de um acoplamento
vetorial repulsivo no modelo NJL SU(2) pode afetar sua configurac¸a˜o.
Como observamos no cap´ıtulo anterior, as caracter´ısticas principais
da transic¸a˜o de primeira ordem da QCD sofrem pouca modificac¸a˜o
em baixas temperaturas na presenc¸a de um campo magne´tico forte.
Basicamente, o campo externo apenas modifica o valor das massas e
potenciais qu´ımicos na restaurac¸a˜o da simetria quiral. Entretanto, a
repulsa˜o entre os quarks proveniente de uma interac¸a˜o vetorial repulsiva
pode modificar a arquitetura dos n´ıveis de Landau e estabelecer um
padra˜o exo´tico em sua estrutura de fases magnetizadas.
A introduc¸a˜o do campo magne´tico provoca o aparecimento
de va´rios mı´nimos alguns locais e outros globais no potencial ter-
modinaˆmico. Em geral, observa-se apenas a coexisteˆncia simultaˆnea
de dois mı´nimos globais de cada vez numa transic¸a˜o de primeira or-
dem. A atuac¸a˜o dos efeitos opostos do acoplamento vetorial e do campo
magne´tico deve alterar este padra˜o de mı´nimos. Quando o termo ve-
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torial repulsivo esta´ presente, a estrutura de mı´nimos no potencial ter-
modinaˆmico modifica-se e podemos nos perguntar: Para um campo
magne´tico fixo, e´ poss´ıvel achar um valor particular GV para o qual
tenhamos a coexisteˆncia de mais de dois mı´nimos globais por vez? A
repulsa˜o vetorial introduzida aqui assemelha-se a` parte repulsiva do
potencial de Lennard-Jones da f´ısica atoˆmica. Tal interac¸a˜o molecular
pode proporcionar para algumas substa˜ncias propriedades interessantes
no diagrama de fases. O diagrama de fases da a´gua, por exemplo, e´ bas-
tante rico e apresenta diversas peculiaridades, como um ponto triplo,
dilatac¸a˜o anoˆmala, fases cristalinas, etc. Como veremos, com a consid-
erac¸a˜o do termo repulsivo no modelo de NJL para a mate´ria de quarks
magnetizada abre-se a possibilidade de aparecimento de mu´ltiplas fases
coexistentes. Os principais resultados deste cap´ıtulo sera˜o submetidos
a` publicac¸a˜o em breve.
5.1 Introduc¸a˜o
No contexto da f´ısica da mate´ria condensada, normalmente ha´ a consid-
erac¸a˜o de sistemas fermioˆnicos de baixa energia em potencial qu´ımico
finito. Em particular, o estudo da resposta destes sistemas a cam-
pos ele´tricos e magne´ticos tem nos revelado fenoˆmenos surpreendentes.
Quando os campos eletromagne´ticos sa˜o muito intensos os efeitos na˜o
lineares tornam-se importantes devido a` criac¸a˜o de pares. O limite de
Schwinger estabelece os valores cr´ıticos para o campo ele´trico, Ecr, e
magne´tico, Bcr, acima dos quais isso ocorre
Ecr =
m2c3
q~
, Bcr =
Ecr
c
. (5.1)
Podemos estimar estes limites na QCD usando a massa dos
quarks e encontramos campos da ordem de Ecr ≈ 2 × 1020V/m
e Bcr ≈ 6.3 × 1015G. Em energias mais altas, a formulac¸a˜o da
QED para sistemas densos de fe´rmions sujeitos a campos de radiac¸a˜o
nos oferece as ferramentas na˜o perturbativas ba´sicas que podem ser
aplicadas similarmente a problemas da QCD. Espera-se que tais
campos magne´ticos intensos estejam presentes tanto nas coliso˜es de
ı´ons pesados [75, 102, 76], quanto nos nu´cleos centrais de estrelas
compactas [103, 104]. O modo pelo qual um campo magne´tico intenso
age sobre a mate´ria de quarks pode influenciar significativamente
tanto a observac¸a˜o experimental da estrutura de fases prevista para a
QCD, bem como na definic¸a˜o das caracter´ısticas limı´trofes dos objetos
estelares que possuem tal composic¸a˜o.
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Como visto no cap´ıtulo anterior, a considerac¸a˜o de um campo
magne´tico externo introduz um padra˜o oscilato´rio na maioria das
quantidades termodinaˆmicas, inclusive as massas dos quarks que
sa˜o geradas dinamicamente. Como visto, esta u´ltima propriedade
manifesta-se por meio do fenoˆmeno da cata´lise magne´tica [105, 106, 107,
108, 109], onde o campo magne´tico induz um aumento no condensado
quark-antiquark conforme torna-se mais intenso. O movimento dos
quarks eletricamente carregados sob a ac¸a˜o de B fica limitado a o´rbitas
circulares cuja frequeˆncia de c´ıclotron multiplicada por um mu´ltiplo
inteiro da constante de Planck (~) define os n´ıveis de energia discretos
destes orbitais quantizados. Tal quantizac¸a˜o de Landau restringe o
movimento dos mesmos ao plano perpendicular ao campo magne´tico.
Para fe´rmions de spin 1/2, como os quarks, esta quantizac¸a˜o planar esta´
relacionada a uma reduc¸a˜o dimensional das dimenso˜es espaciais as quais
tornam-se compactadas. No caso da QCD, a restric¸a˜o planar catalisa
o emparelhamento dos condensados quark-antiquark, os quais ganham
massa quebrando assim o estado de va´cuo quiralmente sime´trico.
Entretanto, em densidade finita, o cena´rio da cata´lise magne´tica
torna-se diferente, e o aumento no condensado quiral sob a influeˆncia
do campo externo na˜o se aplica do mesmo modo. A restric¸a˜o quaˆntica
imposta pelo princ´ıpio da exclusa˜o de Pauli determina que para
adicionar novas part´ıculas ao sistema, ha´ a necessidade de pagar uma
significante parte da energia dispon´ıvel para aumentar o potencial
qu´ımico do sistema. Assim, a energia total do sistema deve ser
compartilhada entre o potencial qu´ımico, os estados magnetizados de
Landau e a massa efetiva dos quarks. O uso de modelos efetivos em
potencial qu´ımico finito mostra que a presenc¸a do campo magne´tico B
induz a quebra de simetria quiral para valores inferiores de potencial
qu´ımico de coexisteˆncia (onde ocorre a transic¸a˜o de primeria ordem)
comparativamente ao caso B = 0. Como explicado, na mate´ria densa
de quarks, o campo magne´tico favorece a restaurac¸a˜o da simetria
quiral por meio da cata´lise magne´tica inversa. Em potencial qu´ımico
finito, ale´m do ganho de energia no condensado quiral provocado pelo
campo aplicado, tambe´m ha´ o custo em energia livre para formar
estes pares acoplados adicionais aumenta. Uma rica estrutura de fases
emerge a partir da presenc¸a do campo magne´tico e suas caracter´ısticas
dependem fortemente da parametrizac¸a˜o adotada no modelo como
cuidadosamente verificou-se nos trabalhos [110, 111].
Aqui, nossa ana´lise inclui o termo de acoplamento vetorial, ja´
introduzido nos cap´ıtulos anteriores, na lagrangiana SU(2) de NJL .
Como anteriormente, estudaremos o comportamento da mate´ria densa
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de quarks sob a ac¸a˜o de um campo magne´tico externo dentro do for-
malismo dado pela aproximac¸a˜o de campo me´dio. O efeito saturante
na mate´ria nuclear provocado pela existeˆncia do meio denso e´ simulado
pela inserc¸a˜o do acoplamento vetorial repulsivo entre os quarks. Como
verificamos em nossa ana´lise anterior [112], o acoplamento vetorial mod-
ifica os efeitos magne´ticos principalmente nas baixas temperaturas e ex-
erce uma influeˆncia aproximadamente oposta a B no diagrama de fases
da QCD. Enquanto o aumento na intensidade do campo magne´tico
leva a transic¸a˜o de primeira ordem para valores menores de potencial
qu´ımico de coexisteˆncia, ao estabelecer uma contribuic¸a˜o na˜o nula para
o acoplamento vetorial produz-se o efeito inverso como ja´ observamos.
Tal caracter´ıstica foi tambe´m estudada no caso SU(3) [113], onde este
comportamento e´ melhor traduzido em um “amolecimento”(softening)
na equac¸a˜o de estado devido ao campo magne´tico e seu “endureci-
mento”(hardening) pela repulsa˜o vetorial. Como veremos nas pro´ximas
sec¸o˜es, o acoplamento vetorial torna-se responsa´vel por outros mecan-
ismos interessantes ocorrendo na restaurac¸a˜o da simetria quiral no caso
SU(2). Tal termo pode estabilizar fases de densidades magne´ticas in-
termedia´rias, que normalmente na˜o sa˜o vistas sem a sua considerac¸a˜o.
Ale´m disso, este fato abre a possibilidade de coexisteˆncia de mu´ltiplas
fases diferentes (treˆs ou quatro, como veremos adiante) em baixas tem-
peraturas ale´m da coexisteˆncia ordina´ria de duas densidades distintas.
Este desdobramento em mu´ltiplas fases deve ocorrer somente para uma
escolha particular dos valores de intensidade de campo e acoplamento
vetorial. A seguir, vamos usar a expressa˜o para a energia livre obtida
no cap´ıtulo anterior. Resolvendo-se numericamente as equac¸o˜es do gap
Eqs.(4.28) podemos discutir este desdobramento das fases magne´ticas
para os casos de duas ou mais fases. Ao final deste cap´ıtulo, vamos
avaliar quais as condic¸o˜es parame´tricas de B e GV que determinam o
aparecimento destes fenoˆmenos no sistema de quarks.
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Para realizar o ca´lculo nume´rico do potencial termodinaˆmico, Eq.(4.12),
e a determinac¸a˜o de seus pontos estaciona´rios M e µ˜ por meio
das equac¸o˜es acopladas, Eqs.(4.21),(4.28), iniciamos escolhendo um
conjunto de paraˆmetros padra˜o, como ja´ explicado no Cap´ıtulo 2. Neste
cap´ıtulo, usaremos o mesmo conjunto de paraˆmetros usado no cap´ıtulo
anterior Λ = 590MeV, GSΛ
2 = 2.435 and m = 6.0MeV.
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Como dito antes, so´ a presenc¸a do campo magne´tico causa um
comportamento oscilato´rio da maior parte dos observa´veis f´ısicos, sendo
a frequeˆncia destas oscilac¸o˜es uma func¸a˜o da intensidade B [114, 115].
Para certos valores espec´ıficos dos paraˆmetros B e GV podemos
observar a ocorreˆncia simultaˆnea de mu´ltiplos mı´nimos na mesma
pressa˜o. Este comportamento e´ va´lido pelo menos em temperaturas
pro´ximas a zero. Na Fig.(5.1) mostramos o perfil do potencial
termodinaˆmico calculado para alguns valores de potencial qu´ımico em
T = 0.
Figura 5.1: Evoluc¸a˜o da forma do potencial termodinaˆmico em T = 0, eB = 5.1m2pi
e GV = 0.2GS para alguns valores de potencial qu´ımico. Podemos verificar que
existe a possibilidade de coexisteˆncia mu´ltipla para alguns valores espec´ıficos dos
paraˆmetros de controle B e GV .
Pode-se perceber que inicialmente ocorre o aparecimento de
pontos de inflexa˜o os quais evoluem para estados metaesta´veis. Em um
determinado valor cr´ıtico de µ e´ poss´ıvel a ocorreˆncia de treˆs estados
de densidades distintas coexistindo na mesma pressa˜o. Observa-se
tambe´m que o mı´nimo relativo a menor densidade (M ∼ 410 MeV)
praticamente permanece imo´vel e as alterac¸o˜es sucedem-se apenas
com os outros dois mı´nimos. Ale´m da ocorreˆncia de treˆs mı´nimos
globais concorrentes, tambe´m podemos encontrar outras combinac¸o˜es
parame´tricas que nos conduzem a` condic¸a˜o de coexisteˆncia de ate´
quatro mı´nimos. Na Fig. (5.2) apresentamos um desses casos.
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Figura 5.2: Modificac¸a˜o do perfil do potencial termodinaˆmico em temperatura nula
T = 0, para o campo eB = 4.56m2pi e acoplamento vetorial GV = 0.139GS para
alguns valores de potencial qu´ımico. Percebemos que pelo menos na temperatura
nula e´ poss´ıvel a coexisteˆncia de quatro mı´nimos degenerados.
Variando o potencial qu´ımico para um dado valor de campo
magne´tico, B, e acoplamento vetorial, GV , podemos registrar as
posic¸o˜es de todos os mı´nimos e ma´ximos do potencial termodinaˆmico
e obter a dependeˆncia da massa efetiva que caracteriza a transic¸a˜o de
primeira ordem. Para investigar a maneira pela qual a coexisteˆncia
e´ afetada pela alterac¸a˜o nestes paraˆmetros constru´ımos os gra´ficos
mostrados nas figuras Fig.(5.3) e Fig.(5.4). Acompanhando o efeito
provocado pelo campo magne´tico na transic¸a˜o de primeira ordem con-
clu´ımos que a diminuic¸a˜o de sua intensidade provoca um aumento na
quantidade de oscilac¸o˜es presentes no gra´fico da massa efetiva como
pode ser visto na Fig.(5.3). Por outro lado, quando aumentamos o
acoplamento vetorial GV mantendo o campo magne´tico fixo, verifi-
camos que a parte inferior do padra˜o de oscilac¸o˜es inclina-se em direc¸a˜o
a valores mais altos de potencial qu´ımico. Assim, o efeito conjugado do
campo magne´tico e da interac¸a˜o vetorial sob determinadas condic¸o˜es
pode favorecer o aparecimento da coexisteˆncia mu´ltipla como observa-
mos.
Em campos magne´ticos relativamente fracos, observamos muitas
oscilac¸o˜es para os valores das massas dos quarks, mas o sistema ignora
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Figura 5.3: Dependeˆncia da massa efetiva dos quarks em func¸a˜o do potencial
qu´ımico para alguns valores de campo magne´tico para GV = 0.2GS . Com a reduc¸a˜o
na intensidade do campo, percebemos que a quantidade de oscilac¸o˜es aumenta de
acordo com o preenchimento dos n´ıveis de Landau.
os estados insta´veis de massa intermedia´rios e “salta”diretamente
do estado de massa mais alta (menor densidade ρL) para o estado
de menor massa (maior densidade ρH) no valor de coexisteˆncia do
potencial qu´ımico. Quando o campo torna-se mais forte, a quantidade
de oscilac¸o˜es na massa efetiva dos quarks e´ reduzida, no entanto,
estes estados intermedia´rios permanecem insta´veis como antes, e
nenhum efeito magne´tico e´ observado ale´m da cata´lise magne´tica
inversa. Estes estados de densidade intermedia´ria induzidos pelo
campo magne´tico na˜o podem representar estados de equil´ıbrio visto
que carecem de estabilidade mecaˆnica e/ou termodinaˆmica. O crite´rio
de estabilidade termodinaˆmica (Gibbs-Duhem) estabelece que o estado
de equilibrio ocorre quando a energia livre e´ um extremo mı´nimo
δΩ = 0. Quando um sistema apresenta estabilidade mecaˆnica isso
significa que tem uma pressa˜o na˜o negativa (∂P/∂ρ)S ≥ 0, ou
equivalentemente, (∂M/∂µ)T ≤ 0. Tal sistema mecanicamente insta´vel
tentaria hipoteticamente comprimir a si mesmo.
A inserc¸a˜o de um acoplamento vetorial repulsivo GV entre os
quarks pode fornecer estabilidade ao sistema e ocasionalmente promove
estados magne´ticos de densidade intermedia´ria para a situac¸a˜o esta´vel.
Como o acoplamento repulsivo desloca o potencial qu´ımico ordina´rio
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Figura 5.4: Dependeˆncia da massa efetiva dos quarks em func¸a˜o do potencial
qu´ımico para alguns valores de acoplamento vetorial para eB = 5m2pi . Conforme o
valor de GV aumenta ocorre a inclinac¸a˜o do gra´fico na regia˜o de transic¸a˜o.
de µ para seu valor efetivo µ˜ = µ − 2GV ρ, ambos os crite´rios de
estabilidade discutidos podem eventualmente ser alcanc¸ados por meio
de tal redefinic¸a˜o inserida nas condic¸o˜es acima. Escolhendo-se uma
magnitude suficientemente repulsiva para GV , e´ poss´ıvel que os estados
de quarks assumam densidades diferentes e a restaurac¸a˜o da simetria
quiral acontec¸a por meio de mais de uma linha de transic¸a˜o de primeira
ordem em cascata. Para cada valor do campo magne´tico B existe um
valor cr´ıtico limı´trofe GcV para o acoplamento vetorial acima do qual os
estados intermedia´rios tornam-se esta´veis. Sob um campo magne´tico
de eB = 5m2π, este limiar situa-se perto de G
c
V ∼ 0.2GS onde o
primeiro salto na massa comec¸a a aparecer 1. Cada um destes estados
intermedia´rios pode ser associado com o respectivo estado (ku, kd) de
magnetizac¸a˜o da Landau.
Na Fig.(5.5) mostramos os diagramas de fases para o caso de
uma intensidade de campo eB = 5.1m2π e magnitude de acoplamento
vetorial GV = 0.3GS (acima do valor cr´ıtico G
c
V ) comparativamente
ao caso GV = 0. Prontamente, observa-se o desdobramento do caso
1Ha´ um outro valor de acoplamento vetorial cr´ıtico GcV relativo ao limiar de
insurgeˆncia do segundo salto na massa (ver Fig.(5.4)) em eB = 5m2pi e situa-se no
intervalo 0 < GV < 0.1 com valor pro´ximo a zero como veremos na sequeˆncia.
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Figura 5.5: Diagramas de fases para a mate´ria de quarks no plano T − µ (Painel
Esquerdo) e no plano T − P (Painel Direito) sob uma magnitude de campo
eB = 5.1m2pi e acoplamento vetorial de GV = 0.3GS . Em ambas as figuras,
a linha cont´ınua fina representa o caso onde GV = 0 na mesma intensidade de
campo para comparac¸a˜o. Ao estabelecer o acoplamento GV = 0.3GS , verificamos
o desdobramento em treˆs novas linhas de coexisteˆncia caracterizadas pelos pontos
cr´ıticos CP1, CP2 e CP3.
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GV = 0 em treˆs pares de novas fases coexistentes quando fazemos
GV = 0.3GS. A transic¸a˜o relativa a cada um destes pares de fases e´
caracterizada por uma linha de primeira ordem entre duas densidades
(sistema dual). As fases densas (ρL, ρH) em cada par compartilham a
mesma pressa˜o, mas os pares em si na˜o ocorrem simultaneamente no
mesmo valor de pressa˜o. Como mostrado na Fig.(5.5), as treˆs linhas
de primeira ordem independentes definem tambe´m treˆs pontos cr´ıticos
CP1, CP2 e CP3 no plano T − µ (ou P − T ).
Devemos ressaltar que este desdobramento de fases magne´ticas
que aparece na Fig.(5.5) foi previsto por Klimenko et al. [105, 109]
em T = 0 apenas. Posteriormente, tal estudo foi realizado com mais
rigor em T = 0 por Scoccola et al. no modelo NJL SU(2) [110] e
NJL SU(3) [111]. A restric¸a˜o de investigac¸a˜o do problema neste limite
de temperatura nula leva a uma perda significativa de informac¸a˜o
a respeito do diagrama de fases. Neste trabalho demonstramos que
existem outras caracter´ısticas importantes que emergem da ana´lise em
temperatura finita como sera´ visto na sequeˆncia.
A pressa˜o em um sistema magnetizado torna-se anisotro´pica
porque a reduc¸a˜o dimensional restringe o problema tridimensional a
uma situac¸a˜o planar. Por sua vez, a densidade de energia ε do sistema
magnetizado necessita acolher a energia associada com a magnetizac¸a˜o
induzida pela aplicac¸a˜o do campo 2. Como a densidade de energia e´
uma func¸a˜o de estado do sistema, em volume constante, os estados de
equil´ıbrio sa˜o determinados unicamente por seus valores. Sob campo
magne´tico constante a equac¸a˜o de Clausius-Clayperon ainda e´ va´lida
(ver Apeˆndice F) como expressa usualmente
∂P
∂T
=
∆S
∆V
, (5.2)
onde a inclinac¸a˜o positiva ∂P/∂T no gra´fico direito da Fig.(5.5) esta´
relacionada a` raza˜o entre a entropia ∆S e o volume ∆V no sistema
fermioˆnico. A transic¸a˜o que ocorre na pressa˜o mais alta esta associada
com a transic¸a˜o entre os n´ıveis de Landau kd = 1 → 2 (linha azul na
Fig.(5.5)) e e´ caracterizada por uma inclinac¸a˜o negativa ∂P/∂T . Isto
significa que a raza˜o ∆S/∆V tambe´m e´ negativa o que nos mostra um
comportamento semelhante ao que acontece no diagrama de fases da
a´gua na transic¸a˜o l´ıquido-so´lido que conduz a sua dilatac¸a˜o anoˆmala.
Acreditamos que a linha azul na Fig.(5.5) esta´ relacionada com um
tipo de transic¸a˜o cristalina entre fases magnetizadas. Em valores de
2Neste cap´ıtulo na˜o calculamos explicitamente a magnetizac¸a˜o, isso sera´ feito no
pro´ximo cap´ıtulo. Aqui nos referimos a magnetizac¸a˜o apenas em cara´ter qualitativo.
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pressa˜o menores, verifica-se que as transic¸o˜es kd = 0 → 0 (linha preta
na Fig.(5.5)) e kd = 0 → 1 (linha vermelha na Fig.(5.5)) exibem
o comportamento oposto. Na Fig.(5.6) a` seguir, sa˜o mostrados os
diagramas de fases correspondentes no plano T − ρB e as isotermas
de Andrews que definem a equac¸a˜o de estado. Do diagrama ρ − T e´
evidente agora que as linhas de coexisteˆncia na Fig.(5.5) referem-se a`
coexisteˆncia dual (duas fases apenas por linha de primeira ordem) de
fases ocorrendo em presso˜es distintas.
O aumento do acoplamento vetorial promove estados insta´veis de
massa para a condic¸a˜o de estabilidade. Ale´m disso, a restaurac¸a˜o da
simetria quiral deve ocorrer por meio de transic¸o˜es de primeira ordem
sucessivas entre diferentes fases magnetizadas. A distinc¸a˜o entre estas
fases magnetizadas reside nos diferentes esquemas de preenchimento dos
n´ıveis de Landau. O n´ıvel ma´ximo de Landau de acordo com a equac¸a˜o
Eq. (4.27) esta´ relacionado a` menor carga ele´trica transportada
pelo quark down e a cascata entre os estados refere-se a`s transic¸o˜es
kd = 0 → 0 , 0 → 1 , 1 → 2, respectivamente. Em geral, estes saltos
adjacentes nos estados de Landau ocorrem via transic¸o˜es de primeira
ordem na˜o simultaˆneas o que da´ origem a um desdobramento em
fases mu´ltiplas. A` cada salto, no´s podemos associar a coexisteˆncia
de duas fases distintas prevalecendo na mesma pressa˜o e a diferenc¸a
aparece em suas densidades (veja Fig.(5.7)). Na primeira transic¸a˜o, o
n´ıvel de Landau na˜o muda, mas o aumento no potencial qu´ımico sera´
equilibrado por um aumento na massa dos quarks e tal fato modifica a
densidade a` medida que a nova fase comec¸a a se formar. Para alguns
valores particulares do paraˆmetro GV , com campo aplicado B fixo,
pode-se observar mais de duas densidades distintas aparecendo como
fases mu´ltiplas de treˆs ou mesmo quatro densidades coexistentes.
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Figura 5.6: Painel Esquerdo: Diagrama de fases associado a uma intensidade de
campo magne´tico eB = 5.1m2pi e magnitude de acoplamento vetorial de GV =
0.3GS como visto no plano T − ρB . Novamente, o caso GV = 0 (linha cont´ınua
fina) e´ mostrado para efeito de comparac¸a˜o. Percebe-se o desdobramente em treˆs
ramos de coexisteˆncia caracterizadas pelos pontos cr´ıticos CP1, CP2 e CP3. Painel
Direito: O diagrama T − ρB − P constru´ıdo para os mesmos valores de campo B
e acoplamento vetorial GV . Em ambos os diagramas e´ poss´ıvel distinguir treˆs
transic¸o˜es de fases de primeira ordem. Cada transic¸a˜o e´ definida pela coexisteˆncia
de duas densidades distintas na mesma pressa˜o.
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5.3 Soluc¸o˜es das Equac¸o˜es de Gap para
Sistemas Trifa´sicos e Quadrifa´sicos
Um novo aspecto interessante pode ser investigado se ajustarmos a
magnitude do acoplamento vetorial mantendo fixo o campo magne´tico.
No valor limı´trofe GcV , quando os estados intermedia´rios comec¸am a
aparecer (ou seja, tornam-se esta´veis), e´ poss´ıvel observar mu´ltiplas
fases magne´ticas coincidentes. Por exemplo, para uma intensidade
de campo de eB = 5.1m2π, o limiar de acoplamento vetorial e´
GV = 0.2GS , como pode ser determinado de maneira aproximada
pela inspec¸a˜o do gra´fico da Fig.(5.4) para um campo um pouco menor.
Como ficara´ evidente depois, respectivamente a` estes valores espec´ıficos
de B eGV observamos a ocorreˆncia de treˆs mı´nimos globais no potencial
termodinaˆmico. Estes mı´nimos esta˜o relaciondados a` treˆs soluc¸o˜es
na˜o triviais poss´ıveis para as equac¸o˜es do gap para um dado valor de
potencial qu´ımico. Ou, em outras palavras, no limiarGcV onde treˆs fases
diferentes ou densidades podem coexistir simultaneamente na mesma
pressa˜o.
Acreditamos que esta possibilidade nunca foi observada antes e
deve-se principalmente a` modificac¸a˜o da estrutura energe´tica dos n´ıveis
de Landau provocada pela inserc¸a˜o do acoplamento vetorial.
Perto do valor cr´ıtico para o acoplamento vetorial GcV = 0.2GS,
os diagramas de fases mostrados nas Figs.(5.5,5.6) assumem aspec-
tos peculiares e para entender melhor o que esta´ acontecendo nes-
tas condic¸o˜es, e´ u´til acompanhar as respectivas mudanc¸as no poten-
cial termodinaˆmico conforme a temperatura cresce. Na Fig.(5.7), ap-
resentamos alguns perfis do potencial termodinaˆmico avaliados em
eB = 5.1m2π e GV = 0.2GS para diferentes temperaturas. Em particu-
lar, em T = 0, observam-se treˆs mı´nimos globais coincidentes que ocor-
rem na mesma pressa˜o nula e potencial qu´ımico, µTP1 = 388.05MeV,
do primeiro ponto triplo.
Aumentando-se a temperatura para T = 10MeV, esta coex-
isteˆncia tripla no mesmo potencial qu´ımico na˜o sobrevive mais e
observa-se sua dissociac¸a˜o em duas transic¸o˜es de primeira ordem sepa-
radas que ocorrem em potenciais qu´ımicos distintos µIa = 387.00MeV
(linha preta com tracejado maior) e µIb = 387.65MeV (linha vermelha
com tracejado menor), respectivamente. Em uma temperatura mais
alta, pro´ximo a` T = 21.4MeV, dois mı´nimos se fundem e assim pode-
mos atribuir um outro ponto triplo nesta temperatura. Acima desta
temperatura, vemos o comportamento de uma transic¸a˜o de primeira
ordem ordina´ria, a qual evolui para um ponto cr´ıtico na temperatura
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Figura 5.7: Coexisteˆncia de mı´nimos globais do potencial termodinaˆmico para
algumas temperaturas selecionadas e potencial qu´ımico menor.
Figura 5.8: Coexisteˆncia de mı´nimos globais do potencial termodinaˆmico para
algumas temperaturas selecionadas e potencial qu´ımico maior.
142
Desdobramento de Fases Magne´ticas Mu´ltiplas
na Mate´ria de Quarks
TCP1 = 57.65MeV. Em um valor de potencial qu´ımico mais elevado,
µIII = 404.70MeV, podemos observar outra transic¸a˜o de primeira or-
dem caracterizada pela coexisteˆncia de dois mı´nimos simultaˆneos como
pode ser visto na Fig.(5.8). Quando a temperatura cresce os dois
mı´nimos do potencial termodinaˆmico transformam-se em apenas ale´m
do ponto cr´ıtico em TCP2 = 4.75MeV
Outro modo de verificar tais mudanc¸as discutidas no potencial
termodinaˆmico e´ considerar como a simetria quiral e´ restaurada
(parcialmente, a` rigor) conforme a temperatura se eleva na sequeˆncia
de gra´ficos mostrada nas Figs.(5.9,5.10).
Para compreender o que ocorre podemos mapear as mudanc¸as no
potencial termodinaˆmico mostradas nas Fig.(5.7) e Fig.(5.8). Anal-
isando as Figs.(5.9,5.10) torna-se evidente como o ponto triplo TP1
associado a treˆs massas diferentes (marcado pelos quadrados pretos)
determina um u´nico potencial qu´ımico comum µTP1 quando T = 0.
Ale´m disso, em T = 0 tambe´m ha´ uma transic¸a˜o em µIII que esta´ rela-
cionada com a Fig.(5.8) Se a temperatura cresce para T = 10MeV, tal
coexisteˆncia tripla se desacopla em duas transic¸o˜es de primeira ordem
ordina´rias, as quais ocorrem em diferentes valores de potencial qu´ımico
µIa e µIb. Pro´ximo a` T = 21.4MeV, estas duas linhas de primeira
ordem distintas comec¸am a aproximar-se uma da outra e observa-se
outro ponto triplo TP2 em µTP2 marcado pelos triaˆngulos pretos.
Acima desta temperatura, novamente restauramos o caso ordina´rio,
onde aparece apenas uma linha de transic¸a˜o de primeira ordem a qual
termina em um ponto cr´ıtico CP1.
Na Fig.(5.11) sa˜o apresentados os diagramas de fases nos planos
T − µ e P − T respectivamente para estes valores de B e GV .
Analisando o gra´fico anterior, verificamos que o diagrama de
fases usual P − T e´ drasticamente modificado em relac¸a˜o ao caso
ordina´rio em GV = 0, visto que a linha de coexisteˆncia de primeira
ordem divide-se em muitos novos ramos. Na temperatura zero e´
poss´ıvel a coexisteˆncia simultaˆnea de treˆs mı´nimos globais. Na
Fig.(5.11), esta coexisteˆncia trifa´sica esta´ marcada pelos quadrados
como um ponto triplo TP1 tanto no diagrama T − µ quanto no
plano P − T . Acompanhando novamente as Figs.(5.7,5.8,5.9,5.10),
conforme a temperatura se eleva, vemos que esta coexisteˆncia tripla
na˜o pode mais ser alcanc¸ada e observamos a coexisteˆncia de apenas
dois mı´nimos globais a qual acontece em potenciais qu´ımicos distintos
(µIa = 387.00MeV e µIb = 387.65MeV). O terceiro mı´nimo local e´
enta˜o rebaixado para a condic¸a˜o de um estado meta´stavel. Assim,
o ponto triplo divide-se em duas linhas de primeira ordem como
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Figura 5.9: Sequeˆncia de gra´ficos mostrando como ocorre a restaurac¸a˜o da simetria
quiral com a elevac¸a˜o da temperatura, para eB = 5.1m2pi e GV = 0.2GS .
144
Desdobramento de Fases Magne´ticas Mu´ltiplas
na Mate´ria de Quarks
Figura 5.10: Sequeˆncia de gra´ficos mostrando como ocorre a restaurac¸a˜o da
simetria quiral com a elevac¸a˜o da temperatura, para eB = 5.1m2pi e GV = 0.2GS .
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Figura 5.11: Diagrama de fases no plano T − µ (Painel Esquerdo) e no plano
P − T (Painel Direito) sob uma intensidade de campo magne´tico de eB = 5.1m2pi e
acoplamento vetorial de GV = 0.2GS . Em T = 0, ambos os diagramas mostram um
ponto triplo (TP1) no qual ocorre a coexisteˆncia trifa´sica. Quando a temperatura
sobe, a coexisteˆncia trifa´sica na˜o persiste e ha´ a separac¸a˜o em duas linhas comuns
de coexisteˆncia dual de fases como pode ser visto pelas a´reas ampliadas. Em
T ≃ 21.4MeV, as linhas de coexisteˆncia dual convergem de modo assinto´tico para
outro ponto triplo (TP2). Ale´m desta temperatura, observa-se apenas uma linha
de coexisteˆncia a qual acaba em um ponto cr´ıtico (CP1).
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mostrado nas a´reas ampliadas da Fig.(5.11). Conforme a temperatura
aumenta ainda mais, estes diferentes potenciais qu´ımicos (ou presso˜es)
de coexisteˆncia tendera˜o assintoticamente um ao outro e perto de
T = 21.4MeV dois mı´nimos fundem-se em apenas um. Isto pode ser
visto como um fundo achatado no potencial termodinaˆmico pro´ximo
a` µTP2 = 384.82MeV. Na Fig.(5.7), esta tendeˆncia enta˜o termina
como outro ponto triplo TP2 at µTP2 (marcado pelos triaˆngulos pretos)
onde a coexisteˆncia trifa´sica ocorre assintoticamente e repentinamente
desaparece. Acima da temperatura T = 21.4MeV, o padra˜o de treˆs
mı´nimos retorna ao caso ordina´rio de apenas dois mı´nimos globais no
potencial termodinaˆmico caracterizando assim apenas uma linha de
primeira ordem comum (veja o caso T = 30MeV nas Figs.(5.9,5.10)).
Essa regia˜o esta´ relacionada a` linha de primeira ordem que pode se
analogamente associada a uma transic¸a˜o do tipo “ga´s-l´ıquido”. Na
Fig.(5.11), esta linha de coexisteˆncia dual termina em um ponto cr´ıtico
de segunda ordem CP1. Ha´ outra linha de primeira ordem menor
(linha azul na Fig.(5.11)) em um valor mais elevado de potencial
qu´ımico (ou pressa˜o) a qual podemos de forma ana´loga associar a uma
transic¸a˜o cristalina para um n´ıvel de Landau mais elevado. Esta curva
termina em um ponto cr´ıtico extraordina´rio CP2 e cuja posic¸a˜o nas
Figs.(5.9,5.10) e´ dada por µIII . Comparando a inclinac¸a˜o das curvas
de coexisteˆncia no plano P −T imediatamente percebemos que a linha
de primeira ordem mais curta apresenta a derivada ∂P/∂T negativa
em contraste com a linha de coexisteˆncia mais longa. Na Fig.(5.12),
apresentamos o diagrama de fases no plano T − ρB bem como as
isotermas de Andrews para este caso onde eB = 5.1m2π e GV = 0.2GS.
A partir da ana´lise destes gra´ficos podemos alcanc¸ar uma compreensa˜o
melhor a respeito do mecanismo subjacente que atua aqui. Os treˆs
quadrados pretos em T = 0 referem-se a´ coexisteˆncia simultaˆnea de treˆs
densidades distintas na mesma pressa˜o as quais podem ser diretamente
mapeadas no plano P − T como o ponto triplo (TP1).
Conforme a temperatura cresce, vemos que a coexisteˆncia trifa´sica
na˜o sobrevive e observa-se um desacoplamento em dois ramos separados
Ia e Ib, os quais esta˜o relacionados a` duas transic¸o˜es de primeira ordem
que ocorrem em valores distintos de pressa˜o. Esta bifurcac¸a˜o em dois
ramos de coexisteˆncia cria uma ilha de estabilidade entre as regio˜es Ia
and Ib. Novamente, pro´ximo a temperatura T = 21.4MeV estas duas
transic¸o˜es de primeira ordem distintas ira˜o partilhar a mesma pressa˜o
em um segundo ponto triplo (TP2) como visto antes. A transic¸a˜o
de primeira ordem remanescente, que corresponde a` regia˜o II, enta˜o
termina em um ponto cr´ıtico ordina´rio, CP1. Ale´m disso, outro ramo
5.3 Soluc¸o˜es das Equac¸o˜es de Gap para Sistemas Trifa´sicos e
Quadrifa´sicos 147
Figura 5.12: Diagrama de fases no plano T − ρB (Painel Esquerdo) e isotermas
(Painel Direito) para o caso onde eB = 5.1m2pi e GV = 0.2GS . Os quadrados e
triaˆngulos indicam os pontos triplos e os c´ırculos indicam os pontos cr´ıticos.
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de coexisteˆncia aparece na regia˜o de densidade mais alta, assinalado
como III no painel esquerdo da Fig.(5.12). Como discutido antes,
quando a temperatura se eleva ale´m de T ∼ 5MeV, esta transic¸a˜o
de primeira ordem que lembra a transic¸a˜o so´lido-l´ıquido da a´gua,
com ∂P/∂T < 0, culmina em um ponto cr´ıtico CP2 e os estados
magnetizados de Landau na˜o podem mais ser populados.
Explorando o espac¸o de paraˆmetros de B e GV pode-se tambe´m
encontrar pares bem definidos que originam estados quadrifa´sicos, mas
apenas em T = 0 e portanto sem tanta relevaˆncia para aplicac¸o˜es
realistas. Resolvendo-se as equac¸o˜es do gap para uma intensidade
de campo de eB = 4.56m2π e GV = 0.139GS encontramos a
coexisteˆncia de quatro massas (ou densidades) distintas dos quarks
ocorrendo no mesmo potencial qu´ımico (ou pressa˜o). Na Fig.(5.13),
mostramos o diagrama de fases no plano ρ−T e as isotermas calculadas
para este caso. As quatro densidades que coexistem em T = 0 e
pressa˜o nula esta˜o marcados pelos pontos pretos. A conexa˜o entre
as densidades que aparecem no meio com a linha de coexisteˆncia
circundante na˜o foi observada pois os resultados sa˜o muito sens´ıveis
aos valores nume´ricos inseridos. Portanto, esta condic¸a˜o de coexisteˆncia
quadrifa´sica apresenta apenas importaˆncia acadeˆmica visto que sempre
temos T > 0 mesmo para a mate´ria estelar (T ≈ 10− 20MeV). Estas
fases mu´ltiplas induzidas pelo campo tornam-se presentes porque o
acoplamento vetorial repulsivo proporciona estabilidade aos estados
intermedia´rios de Landau e origina assim um cena´rio exo´tico no
diagrama de fases.
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Figura 5.13: Diagrama de fases para a mate´ria de quarks no plano T − ρB
(Painel Esquerdo) e as respectivas isotermas (Painel Direito) sob uma intensidade
de campo magne´tico de eB = 4.56m2pi e acoplamento vetorial GV = 0.139GS . Os
pontos pretos pro´ximos a temperatura zero representam a formac¸a˜o de um sistema
quadrifa´sico, com quatro densidades distintas aparecendo na mesma pressa˜o nula.
Conforme a temperatura sobe, tais fases mu´ltiplas na˜o sobrevivem e o caso ordina´rio
e´ restaurado.
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5.4 Condic¸o˜es Parame´tricas para a Formac¸a˜o
de Estados Mu´ltiplos
A ocorreˆncia de fases mu´ltiplas na mesma pressa˜o somente e´ poss´ıvel se
observamos mu´ltiplos mı´nimos de mesma profundidade no gra´fico do
potencial termodinaˆmico Ω. Tal condic¸a˜o pode ser obtida por meio
da escolha de valores particulares de B e GV os quais da˜o origem
a mu´ltiplas densidades coexistindo em um mesmo valor do potencial
qu´ımico. Pelo mapeamento do espac¸o de paraˆmetros dos valores de
(B,GcV , µ), os quais resultam na coexisteˆncia trifa´sica em T = 0,
encontramos um comportamento oscilato´rio caracter´ıstico como pode
ser visto na Fig.(5.14).
Figura 5.14: Valores cr´ıticos GcV da constante de acoplamento vetorial relativos aos
estados intermedia´rios (ku, kd) = (0, 0) (linha cont´ınua preta) e (ku, kd) = (0, 1)
(linha tracejada vermelha) em func¸a˜o do campo magne´tico para T = 0. As linhas
representam os pares (B,GcV ) associados com a formac¸a˜o de sistemas trifa´sicos.
Os paraˆmetros relacionados com o aparecimento da coexisteˆncia quadrifa´sica esta˜o
marcados pelos pontos pretos. Tambe´m mostramos na figura os intervalo de campo
magne´tico B e acoplamento vetorial GV aceita´veis de acordo com as observac¸o˜es
experimentais e estimativas teo´ricas. Aqui as linhas verticais pontilhadas em verde
definem a janela de campo magne´tico onde a formac¸a˜o de estados mu´ltiplos foi
estudada. O c´ırculo aberto em GV = 0 representa a exclusa˜o deste valor na
coexisteˆncia trifa´sica.
Como explicado antes, cada acoplamento vetorial cr´ıtico, GcV ,
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pode ser associado a` condic¸a˜o limiar na qual um dado estado inter-
media´rio de massa comec¸a a aparecer. Dependendo da intensidade do
campo, mais de uma configurac¸a˜o de n´ıveis (ku, kd) de Landau pode
aparecer e cada uma apresenta seu pro´prio valor de GcV . Assim, deve
existir um conjunto infinito de valores cr´ıticos GcV associados com um
nu´mero infinito de estados intermedia´rios (ku, kd) no limite de B → 0
e GV →∞.
Aqui, listamos apenas os dois primeiros conjuntos na Fig.(5.14),
caracterizados pela emergeˆncia dos estados intermedia´rios com
(ku, kd) = (0, 0) (linha cont´ınua preta) e (ku, kd) = (0, 1) (linha trace-
jada vermelha). As linhas mostradas na Fig.(5.14) representam pares
de paraˆmetros (B,GcV ) os quais resultam em um sistema trifa´sico. Ale´m
disso, os mı´nimos locais das oscilac¸o˜es de GcV (marcados por pontos
pretos na Fig.(5.14) ) esta˜o relacionados a condic¸a˜o de coexisteˆncia
quadrifa´sica.
A combinac¸a˜o de paraˆmetros relacionada ao caso estudado ante-
riormente, na Fig.(5.12), esta´ indicada na Fig.(5.14) como uma estrela.
Logo, nos valores de eB = 5.1m2π e GV = 0.2GS, devemos observar
apenas a configurac¸a˜o de n´ıveis (ku, kd) = (0, 0). A faixa horizontal in-
dicada na Fig.(5.14) delimita o intervalo de campo magne´tico que pode
ser observado em experimentos de colisa˜o de ı´ons pesados (como por
exemplo no RHIC) e associado a` estrelas de neˆutrons. A faixa vertical
determina o intervalo de valores de GV segundo as estimativas teo´ricas
atuais.
Na Fig.(5.15) sa˜o mostrados os valores do potencial qu´ımico
de coexisteˆncia resultantes dos sistemas trifa´sicos e quadrifa´sicos
respectivamente aos pares dados na Fig.(5.14). O fenoˆmeno da cata´lise
magne´tica inversa pode ser facilmente visto na Fig.(5.15), visto que
o potencial qu´ımico de coexisteˆncia decresce a medida que o campo
torna-se mais intenso. Ou seja, em baixas temperaturas e densidades
altas a restaurac¸a˜o da simetria quiral e´ favorecida pelo aumento na
magnitude do campo.
A partir do gra´fico mostrado na Fig.(5.14) pode-se extrair todo
o comportamento dos diagramas de fases determinados pela influeˆncia
mu´tua do campo magne´tico e do acoplamento vetorial. Se analisarmos
a circunstaˆncia na qual temos GV < G
c
V podemos observar a ocorreˆncia
do caso ordina´rio onde somente uma linha de transic¸a˜o de primeira
ordem esta´ presente no diagrama de fases. Quando escolhemos GV =
GcV , uma condic¸a˜o de fases mu´ltiplas torna-se poss´ıvel e uma nova linha
de primeira ordem “germina”a partir da linha de transic¸a˜o original.
Para ale´m do valor cr´ıtico de acoplamento vetorial GV > G
c
V , a
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Figura 5.15: Valores do potencial qu´ımico de coexisteˆncia necessa´rios a` formac¸a˜o
dos sistemas trifa´sicos (linha cheia) e dos sistemas quadrifa´sicos (pontos pretos) em
T = 0.
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restaurac¸a˜o da simetria quiral deve ocorrer por meio de mais de uma
linha de transic¸a˜o de primeira ordem em modo cascata.
Rigorosamente, como aqui estamos analisando apenas o setor
de quarks leves, nosso sistema e´ melhor descrito como uma mistura
bina´ria de dois sabores f componentes. Portanto, as condic¸o˜es de
estabilidade intr´ınseca estariam associadas a cada componente desta
mistura. No entanto, os condensados dos quarks up e down devem
resultar dinamicamente na mesma massa constituinte na equac¸a˜o do
gap e tudo pode ser compreendido assumindo-se apenas uma espe´cie
componente no sistema. De fato, no´s podemos explicar o aparecimento
destes sistemas trifa´sicos e quadrifa´sicos de quarks considerando a regra
de fases de Gibbs
F = C − Φ+ I , (5.3)
a qual estabelece que o nu´mero de graus de liberdade termodinaˆmicos
F pode ser determinado por meio do nu´mero de espe´cies componentes
C, pelo nu´mero de varia´veis intensivas independentes I e pelo nu´mero
de fases Φ em equil´ıbrio termodinaˆmico. Sob a influeˆncia de um campo
magne´tico fixo, o estado termodinaˆmico e´ completamente determinado
pelo par (T, P ) no plano T − P e assim I = 2. Neste caso, para
uma coexisteˆncia trifa´sica Φ = 3 e assumindo apenas uma espe´cie
componente C = 1 no´s temos F = 0 o que significa que esta
condic¸a˜o somente e´ poss´ıvel para um conjunto discreto de pontos
triplos particulares no plano T − P (veja a Fig.(5.11)). Agora, se o
sistema esta´ em contato com um reservato´rio de campo magne´tico B
e permite-se que sua magnitude varie, o estado termodinaˆmico e´ agora
completamente definido pela terna (T, P,B) e enta˜o I = 3.
Com esta varia´vel intensiva adicional B, a coexisteˆncia trifa´sica
Φ = 3 e´ conduzida por F = 1 graus de liberdade, o que significa que
existe uma linha de estados cont´ıguos para um diagrama em func¸a˜o
dos valores assumidos por B (veja a Fig.(5.14)). Por outro lado,
se considerarmos a coexisteˆncia quadrifa´sica Φ = 4, teremos F = 0
graus de liberdade, indicando que estes estados mu´ltiplos sa˜o somente
poss´ıveis em alguns pontos particulares discretos (veja a Fig.(5.14)). Na
Fig.(5.16) sa˜o mostrados os valores normalizados para os condensados
de quark que esta˜o associados com os estados mu´ltiplos gerados pelos
paraˆmetros encontrados nos gra´ficos das Figs.(5.14,5.15). As treˆs
massas distintas associadas com a condic¸a˜o de fase tripla sa˜o mostradas
por meio das linhas com diferentes tracejados em ambos os casos e os
saltos indicam a formac¸a˜o de sistemas quadrifa´sicos de quarks.
A coexisteˆncia mu´ltipla observada em nossa ana´lise permite o
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Figura 5.16: Valores normalizados para os condensados de quark associados
com os sistemas multifa´sicos relativos a emergeˆncia dos estados intermedia´rios
(ku, kd) = (0, 0) (Painel esquerdo) e (ku, kd) = (0, 1) (Painel direito) para a
temperatura T = 0.
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aparecimento de uma condic¸a˜o peculiar na qual a mate´ria pode existir
como pode ser visto na Fig.(5.17); para a combinac¸a˜o particular de
paraˆmetros eB = 5.724m2π e GV = 0.256GS ha´ a coexisteˆncia
simultaˆnea de treˆs fases correspondentes a`s densidades ρ ≈ 0, ρ ≈ 1.0ρ0
e ρ ≈ 2.0ρ0. Isso significa que na densidade nula temos a fase associada
ao va´cuo. A fase intermedia´ria e´ caracterizada pela mate´ria nuclear,
pois sua densidade e´ pro´xima ao valor encontrado no interior dos
nu´cleos atoˆmicos. Por fim, a densidade mais elevada pode ser associada
ao aparecimento de uma fase de quarks.
Figura 5.17: Coexisteˆncia simultaˆnea de uma fase de va´cuo, mate´ria nuclear e
mate´ria de quarks na mesma pressa˜o em temperatura nula para o valor de campo
eB = 5.724m2pi e acoplamento vetorial GV = 0.256GS .
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Verificamos aqui como a introduc¸a˜o de uma interac¸a˜o vetorial repulsiva
modifica significativamente o diagrama de fases para a mate´ria de
quarks magnetizada no modelo SU(2) de NJL em temperatura finita.
Analisamos como ocorre o desdobramento das fases magne´ticas em
func¸a˜o da introduc¸a˜o do paraˆmetro adicional GV e vimos que de fato
tal mecanismo na˜o se manifesta no modelo a dois sabores quando
ha´ apenas a presenc¸a do campo magne´tico. Um trabalho publicado
recentemente [116] comprova tambe´m o desdobramento em diversas
densidades para a mate´ria de quarks magnetizada, mas apenas em
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T = 0. As novas propriedades assumidas no diagrama de fases, que
mostramos aqui, tornam-se apenas evidentes quando fazemos uma
ana´lise mais completa em temperatura finita. Em T 6= 0, conseguimos
explorar fases que na˜o se manifestam em temperatura nula. Neste
contexto, estabelecemos que podem existir linhas de coexisteˆncia para
a mate´ria de quarks associadas com a condic¸a˜o ∂P/∂T < 0, a qual
e´ similar ao que ocorre na transic¸a˜o so´lido-l´ıquido da a´gua (dilatac¸a˜o
anoˆmala). Percebemos que a influeˆncia de GV abre a possibilidade
de aparecimento de pontos triplos no diagrama de fases e acreditamos
que essa caracter´ıstica nunca havia sido considerada antes. Mostramos
que existem famı´lias de combinac¸o˜es parame´tricas de B e GV as quais
resultam em fases mu´ltiplas e coincidentemente seus valores encontram-
se dentro do intervalo esperado nos experimentos. Demonstramos como
a regra de fases de Gibbs pode explicar a ocorreˆncia desses sistemas
multifa´sicos na mate´ria de quarks. A ana´lise realizada aqui tem o
intuito de mostrar a complexidade inerente aos diagramas de fases da
QCD sob a ac¸a˜o de campos magne´ticos intensos. No cap´ıtulo seguinte,
vamos estender nossa ana´lise dos efeitos magne´ticos na interac¸a˜o forte
por meio do ca´lculo expl´ıcito das magnetizac¸o˜es e mostrar como sua
presenc¸a torna a equac¸a˜o de estado anisotro´pica.
Cap´ıtulo 6
Anisotropia na Mate´ria
de Quarks Magnetizada
Pretendemos estudar aqui outros efeitos proporcionados pela inclusa˜o
de um campo magne´tico externo a` mate´ria barioˆnica densa. Nos
cap´ıtulos precedentes, estudamos as consequeˆncias relativas a` in-
troduc¸a˜o do campo magne´tico B no diagrama de fases, bem como sua
relac¸a˜o com um acoplamento vetorial GV acrescentado a` lagrangiana
de NJL. Ao assumir a ac¸a˜o de um campo magne´tico sobre a mate´ria
fermioˆnica eletrizada, verificamos que ha´ a perda da simetria espacial
esfe´rica original, pois o campo induz a orientac¸a˜o do sistema em ape-
nas uma direc¸a˜o. Nesse contexto, um dos aspectos mais importantes a
mencionar refere-se a anisotropia do tensor energia-momento relativa a`
perda de simetria rotacional O(3) na lagrangiana [117] quando inclui-
se esse campo externo. Isto significa que a pressa˜o do sistema torna-se
anisotro´pica, de modo que na direc¸a˜o paralela ao campo temos uma
pressa˜o P e no plano perpendicular a` orientac¸a˜o do vetor ~B temos
uma pressa˜o distinta denominada pressa˜o perpendicular P⊥. Tais pro-
priedades anisotro´picas para a mate´ria de quarks podem ser relevantes
tanto na investigac¸a˜o da estrutura estelar de objetos compactos quanto
no estudo de coliso˜es de ı´ons pesados ultrarelativ´ısticos. O trabalho que
sera´ mostrado neste cap´ıtulo tem como base os resultados anal´ıticos
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publicados no artigo [118], o qual refere-se a anisotropia inerente ao
modelo NJL com treˆs sabores. Nosso objetivo consiste em verificar
qual o efeito provocado pela introduc¸a˜o do acoplamento vetorial, GV ,
sobre estas presso˜es P e P⊥ usando o modelo de NJL SU(2). Tambe´m
analisamos como a magnetizac¸a˜o induzida pelo campo e´ influenciada
pela interac¸a˜o vetorial. Por fim, vamos discutir qual a influeˆncia destes
dois fatores B e GV na estabilidade da mate´ria de quarks.
6.1 Anisotropia na Pressa˜o
Assumindo uma dada lagrangiana de interac¸a˜o entre os quarks, pode-se
determinar a expressa˜o para a energia livre de Landau Ω(µ, T,M,B),
dependente do campo magne´tico constante B, para um meio denso a`
temperatura T e com potencial qu´ımico µ, como ja´ mostramos antes.
Exatamente para o valor de massa efetiva M , o qual minimiza a func¸a˜o
Ω(µ, T,M,B), a energia livre torna-se o potencial termodinaˆmico do
sistema dado por
Ω(µ, T,M,B) = ε− Ts− µρ−BM , (6.1)
onde M e´ a magnetizac¸a˜o induzida pelo campo por unidade de volume
do sistema. Diferenciando esta expressa˜o em relac¸a˜o a`s varia´veis
intensivas T, µ,B, podemos concluir que 1
s(µ, T,M,B) = −
(
∂Ω
∂T
)
µ,B
,
ρ(µ, T,M,B) = −
(
∂Ω
∂µ
)
T,B
,
M (µ, T,M,B) = −
(
∂Ω
∂B
)
µ,T
,
P (µ, T,M,B) = −Ω(µ, T,M,B) ,
ε(µ, T,M,B) = −P + Ts+ µρ+MB .
(6.2)
Se o sistema de part´ıculas em questa˜o apresenta magnetizac¸a˜o
positiva, o aumento da intensidade do campo externo resultara´ em uma
1Resultado va´lido no limite termodinaˆmico para o qual o volume do sistema
tende ao infinito.
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consequente diminuic¸a˜o da energia livre de Landau, caracterizando as-
sim um material paramagne´tico. Por outro lado, se a magnetizac¸a˜o in-
duzida for negativa, a energia livre tende a aumentar com a intensidade
do campo e por conseguinte temos um comportamento diamagne´tico 2.
Como a tendeˆncia espontaˆnea do sistema termodinaˆmico e´ sempre
alcanc¸ar a condic¸a˜o de mı´nimo para a energia livre, um material
diamagne´tico deve antes repelir o campo magne´tico do que aumentar
Ω.
De acordo com as expresso˜es 6.2, podemos determinar a densidade
de magnetizac¸a˜o M calculando simplesmente a derivada da pressa˜o em
relac¸a˜o ao campo B
M =
(
∂P
∂B
)
µ,T
. (6.3)
Sob o ponto de vista da hidrodinaˆmica relativ´ıstica, um fluido
no referencial de repouso sujeito a ac¸a˜o de um campo magne´tico
B, apresenta o seguinte tensor energia-momento Tµν quando B esta´
orientado na direc¸a˜o z
T µν =


ε 0 0 0
0 P −MB 0 0
0 0 P −MB 0
0 0 0 P

 , (6.4)
de maneira que a anisotropia na pressa˜o se traduz pelas componentes
diagonais T ii (com i = 1, 2, 3) diferentes. Em contraste, um fluido rel-
ativ´ıstico perfeito apresentaria as componentes T ii iguais, o que impli-
caria na isotropia das presso˜es relativas a`s treˆs direc¸o˜es espaciais, neste
caso. Devido a tal anisotropia nas presso˜es paralela e perpendicular a`
direc¸a˜o do campo magne´tico, definem-se as presso˜es
P = P ,
P⊥ = P −MB .
(6.5)
2Na realidade e´ mais adequado associar a propriedade de paramagnetismo ou
diamagnetismo com base no sinal apresentado pela suscetibilidade magne´tica χm.
Para um meio linear temos que a densidade de magnetizac¸a˜o e´ proporcional ao
campo de excitac¸a˜o H aplicado ~M = χm ~H (Aqui o campo de excitac¸a˜o H
chamamos de B). Se a suscetibilidade magne´tica for positiva χm > 0 e pequena o
meio e´ paramagne´tico. Se χm < 0 o meio e´ diamagne´tico.
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6.2 Magnetizac¸a˜o no Modelo de NJL
SU(2) com Acoplamento Vetorial
Dada a lagrangiana de NJL para dois sabores como mostrado na
Eq.(4.1), vamos determinar as expresso˜es necessa´rias ao ca´lculo da
magnetizac¸a˜o de acordo com a Eq.(6.3). No cap´ıtulo 4, verificamos
que o potencial termodinaˆmico para o sistema de quarks magnetizado
sob a influeˆncia da interac¸a˜o vetorial pode ser determinado por meio
da seguinte expressa˜o
Ω = Ωf +
(M −m)2
4GS
− (µ− µ˜)
2
4GV
, (6.6)
onde o termo Ωf referente a cada sabor f = (u, d) pode ser avaliado
como
Ωf =
i
2
Tr
∫
d4p
(2π)4
ln [ 6p−M + µ˜γ0] . (6.7)
Como ja´ discutido, esta parte do potencial termodinaˆmico pode
ser escrita como a soma das seguintes contribuic¸o˜es relativas ao va´cuo
Ωvacf , a` parte magne´tica Ω
mag
f e a` influeˆncia te´rmica do meio denso
Ωmedf
Ωf =
(
Ωvacf +Ω
mag
f +Ω
med
f
)
M,µ˜
. (6.8)
Cada uma destas contribuic¸o˜es e´ determinada de acordo com
Ωvacf =
Nc
8π2
[
M4 ln
(
Λ + ǫΛ
M
)
− ǫΛΛ
(
Λ2 + ǫ2Λ
)]
,
Ωmagf = −
Nc(|qf |B)2
2π2
[
ζ′(−1, xf )− 1
2
(
x2f − xf
)
lnxf +
x2f
4
]
,
Ωmedf
∣∣
T>0
= −Nc|qf |B
2π
∞∑
kf=0
αkfT
∫ +∞
−∞
dpz
2π
ln
[
1 + e−(Ekf±µ˜)/T
]
,
Ωmedf
∣∣
T=0
= −Nc|qf |B
4π2
kf,max∑
kf=0
αkf

µ˜√µ˜2 − s2f − s2f ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf



 ,
(6.9)
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onde a contribuic¸a˜o Ωmedf relativa a` imersa˜o das part´ıculas interagentes
em um meio denso de quarks mostra-se diferente em temperatura
finita e temperatura nula. Novamente, aparece o fator sf (kf , B) =√
M2 + 2kf |qf |B e a energia dos quarks associados ao n´ıvel de Landau
kf e´ Ekf =
√
p2z + 2kf |qf |B +M2 como ja´ estabelecido por meio da
Eq.(4.10). O n´ıvel de Landau mais alto e´ definido como nos cap´ıtulos
anteriores
kf,max =
µ˜2 −M2
2|qf |B . (6.10)
O valor esperado para o condensado de quarks de cada sabor f e´
definido como
φf = 〈ψ¯fψf 〉 = −i
∫
d4p
(2π4)
Tr
[
1
6p−M + µ˜γ0 + iǫ
]
, (6.11)
o qual tambe´m pode ser separado em treˆs contribuic¸o˜es distintas
[83, 119]
φf =
(
φvacf + φ
mag
f + φ
med
f
)
M,µ˜
. (6.12)
Cada contribuic¸a˜o por sua vez e´ determinada de acordo com as
seguintes equac¸o˜es
φvacf = −
NcM
2π2
[
Λ
√
Λ2 +M2 −M2 ln
(
Λ +
√
Λ2 +M2
M
)]
,
φmagf = −
NcM |qf |B
2π2
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln (2π) + xf − 1
2
(2xf − 1) ln(xf )
]
,
φmedf
∣∣
T>0
=
NcM |qf |B
2π
∞∑
kf=0
αkf
∫ +∞
−∞
dpz
2π
1
Ekf
(
np,kf + n¯p,kf
)
,
(6.13)
onde np,kf e n¯p,kf sa˜o as func¸o˜es de distribuic¸a˜o fermioˆnica para
os quarks e os antiquarks, respectivamente. Temos tambe´m que a
contribuic¸a˜o do meio denso para o condensado em temperatura nula
e´ calculada como
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φmedf
∣∣
T=0
=
NcM |qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf

 . (6.14)
Tanto as expresso˜es mostradas para o potencial termodinaˆmico
quanto para os condensados, devem ser obtidas a partir das soluc¸o˜es
autoconsistentes (M, µ˜) das equac¸o˜es de gap Eq.(4.20)
M = m− 2GS(φu + φd) ,
µ˜ = µ− 2GV (ρu + ρd) ,
(6.15)
de modo que as densidades de part´ıculas para ambos os sabores sa˜o
dadas por
ρf
∣∣
T>0
=
Nc|qf |B
2π2
∞∑
kf=0
αkf
∫ +∞
−∞
dpz
(
np,kf − n¯p,kf
)
,
ρf
∣∣
T=0
=
Nc|qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf
√
µ˜2 − s2f ,
(6.16)
onde a densidade barioˆnica e´ obtida como
ρB =
1
3
∑
f=u,d
ρf . (6.17)
Para determinar a pressa˜o paralela a` direc¸a˜o do campo a partir do
potencial termodinaˆmico vamos empregar a equac¸a˜o Eq.(6.2) P = −Ω.
Usando as expresso˜es Eq.(6.6) e Eq.(6.15) verificamos que
P = −(Ωu +Ωd)−GS(φu + φd)2 +GV (ρu + ρd)2 . (6.18)
Todo o formalismo apresentado aqui nesta sec¸a˜o em nada difere
daquele utilizado nos cap´ıtulos anteriores onde estudamos os efeitos da
interac¸a˜o vetorial sobre a mate´ria de quarks magnetizada. Aqui apenas
reescrevemos as expresso˜es em uma notac¸a˜o equivalente que sera´ mais
adequada ao estudo da anisotropia.
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6.3 Ca´lculo da Magnetizac¸a˜o
Como explicado no in´ıcio, a anisotropia nas presso˜es ocorre em func¸a˜o
da magnetizac¸a˜o do sistema inerente a` aplicac¸a˜o do campo externo.
Para calcular a magnetizac¸a˜o consideramos apenas a discretizac¸a˜o
do momento angular dos quarks no plano transversal relativa ao
preenchimento dos n´ıveis de Landau. Aqui na˜o sa˜o considerados efeitos
relacionados ao momento magne´tico anoˆmalo dos quarks. Vale ressaltar
que tal ana´lise complementar seria importante inclusive para part´ıculas
descarregadas, as quais poderiam sofrer a ac¸a˜o do campo externo por
este mecanismo [120]. De acordo com a expressa˜o para a densidade
de magnetizac¸a˜o mostrada na Eq.(6.3), podemos derivar a pressa˜o
P (µ˜,M,B) em relac¸a˜o ao campo magne´ticoB usando a regra da Cadeia
dP
dB
=
∂P
∂B
+
(
∂P
∂M
)(
∂M
∂B
)
+
(
∂P
∂µ˜
)(
∂µ˜
∂B
)
. (6.19)
Como as derivadas ∂P/∂M e ∂P/∂µ˜ resultam nas equac¸o˜es do
gap Eq.(4.20) que se anulam nos valores extremos para a energia
livre, temos que os dois u´ltimos termos na expressa˜o acima na˜o
contribuem e assim basta calcular a derivada expl´ıcita em B para obter
a magnetizac¸a˜o
M (µ, µ˜, T,M,B) =
dP
dB
=
∂P
∂B
. (6.20)
Tomando a derivada da expressa˜o mostrada na Eq.(6.18), devemos
obter a densidade de magnetizac¸a˜o expressa como
M =
∂P
∂B
= −(Ω′u+Ω′d)−2GS(φu+φd)(φ′u+φ′d)+2GV (ρu+ρd)(ρ′u+ρ′d) ,
(6.21)
onde o s´ımbolo denominado plica ou linha ′ indicada nos termos acima
representa a respectiva derivac¸a˜o em relac¸a˜o ao campo magne´tico.
Assim, o ca´lculo da magnetizac¸a˜o dependera´ da avaliac¸a˜o de cada uma
destas derivadas. No caso da derivada do potencial termodinaˆmico Ω′f ,
temos que
Ω′f =
(
Ω′ vacf +Ω
′mag
f +Ω
′med
f
)
M
, (6.22)
de modo que as derivadas associadas a cada contribuic¸a˜o sa˜o mostradas
a seguir (ver Apeˆndice G)
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Ω′ vacf = 0 ,
Ω′magf = 2
Ωmagf
B
+
NcM
2|qf |
4π2
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln(2π) + xf −
(
xf − 1
2
)
ln(xf )
]
,
Ω′medf
∣∣
T>0
=
Ωmedf
B
+
Nc|qf |2B
4π2
∞∑
kf=0
αkf kf
∫ +∞
−∞
dpz
1
Ekf
(
np,kf + n¯p,kf
)
,
Ω′medf
∣∣
T=0
=
Ωmedf
B
+
Nc|qf |2B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf kf ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf

 .
(6.23)
Tambe´m precisamos obter as expresso˜es para as derivadas das
contribuic¸o˜es nos condensados
φ′f =
(
φ′ vacf + φ
′mag
f + φ
′med
f
)
M
. (6.24)
Realizando as derivac¸o˜es necessa´rias conclu´ımos tambe´m que
φ′ vacf = 0 ,
φ′magf =
NcM
4π2
{
M2
B
[
ψ(0)(xf )− 1
]
+ |qf |
[
1− ln
(xf
2π
)
− 2 lnΓ(xf )
]}
,
φ′medf
∣∣
T>0
=
φmedf
B
− Nc|qf |
2B
4π2
∞∑
kf=0
αkf kf
∫ +∞
−∞
dpz
×
{
np,kf
E2kf
[
1
Ekf
+
np,kf
T
e(Ekf−µ˜)/T
]
+
n¯p,kf
E2kf
[
1
Ekf
+
n¯p,kf
T
e(Ekf+µ˜)/T
]}
,
φ′medf
∣∣
T=0
=
φmedf
B
− Nc|qf |
2B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf kf µ˜M
s2f
√
µ˜2 − s2f
.
(6.25)
A influeˆncia da interac¸a˜o vetorial no ca´lculo da anisotropia sera´
basicamente introduzida por meio da derivada da densidade , ρ′f , como
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podemos perceber por meio da Eq.(6.21). Devemos obter tal derivada
para os dois casos onde T = 0 e T > 0. Analisando a expressa˜o
Eq.(6.16) em temperatura finita e as distribuic¸o˜es de Fermi, vemos que
a derivada da densidade pode ser escrita como
ρ′f
∣∣
T>0
=
∂ρf
∂B
+
[(
∂ρf
∂np,kf
)(
∂np,kf
∂Ekf
)
+
(
∂ρf
∂n¯p,kf
)(
∂n¯p,kf
∂Ekf
)](
∂Ekf
∂B
)
.
(6.26)
Calculando todos os termos temos que em temperatura finita a
derivada da densidade e´ dada por:
ρ′f
∣∣
T>0
=
ρf
B
− Nc|qf |
2B
2π2
∞∑
kf=0
αkf kf
∫ +∞
−∞
dpz
×
{
1
TEkf
[
n2p,kf e
(Ekf−µ˜f )/T − n¯2p,kf e(Ekf+µ˜f )/T
]}
.
(6.27)
Para o caso onde a temperatura e´ nula podemos determinar esta
derivada como
ρ′f
∣∣
T=0
=
dρf
dB
=
∂ρf
∂B
+
(
∂ρf
∂kF
)(
∂kF
∂sf
)(
∂sf
∂B
)
. (6.28)
As duas u´ltimas derivadas sa˜o calculadas facilmente usando as
equac¸o˜es que definem sf e o momento de Fermi, e assim
(
∂kF
∂sf
)
= − sf
kF
,
(
∂sf
∂B
)
=
kf |qf |
sf
. (6.29)
Portanto, temos que
ρ′f
∣∣
T=0
=
ρf
B
− Nc|qf |
2B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf kf
kF
. (6.30)
Dessa maneira, pela determinac¸a˜o das derivadas que foram
mostradas nas Eqs.(6.22,6.23,6.24,6.25,6.27 e 6.30) torna-se poss´ıvel
obter a densidade de magnetizac¸a˜o mostrada na Eq.(6.21). No entanto,
a magnetizac¸a˜o depende da pressa˜o e esta u´ltima precisa ser normal-
izada fazendo convenientemente P = P (µ, T,M,B) = P (µ, T,M,B)−
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P (0, 0,Mvac(B), B) = −[Ω(µ, T,M,B) − Ω(0, 0,Mvac(B), B)]. Onde
Mvac e´ a massa efetiva para o estado de va´cuo quando µ = 0 e T = 0
e que depende do valor do campo magne´tico B. Ao normalizarmos a
pressa˜o perpendicular temos que
P⊥(µ, T,M,B) = P −
(
∂P
∂B
)
B . (6.31)
Ao subtrairmos a pressa˜o perpendicular calculada no estado
de va´cuo P⊥(0, 0,Mvac(B), B) temos que a pressa˜o perpendicular
normalizada e´ escrita como
P⊥ = [P (µ, T,M,B)− P (0, 0,Mvac(B), B)]
−
[
∂P
∂B
(µ, T,M,B)− ∂P
∂B
(0, 0,Mvac(B), B)
]
B ,
(6.32)
o que resulta simplesmente na normalizac¸a˜o da magnetizac¸a˜o
P⊥ = [P (µ, T,M,B)− P (0, 0,Mvac(B), B)]
− [M (µ, T,M,B)−M (0, 0,Mvac(B), B)]B .
(6.33)
Os valores de va´cuo da magnetizac¸a˜o M (0, 0,Mvac(B), B) devem
ser determinados usando a expressa˜o mostrada na Eq.(6.21). Seus
termos devem ser avaliados somente sobre as contribuic¸o˜es de va´cuo
e magne´ticas, pois na˜o ha´ contribuic¸a˜o do meio para o estado de va´cuo
quando µ = 0 e T = 0, pois neste caso as soluc¸o˜es da equac¸a˜o de gap
devem ser M =Mvac e µ˜ = 0 e assim
Ωf (0, 0,Mvac(B), B) =
(
Ωvacf +Ω
mag
f
)
Mvac,0
,
φf (0, 0,Mvac(B), B) =
(
φvacf + φ
mag
f
)
Mvac,0
,
Ω′f (0, 0,Mvac(B), B) =
(
Ω′ vacf +Ω
′mag
f
)
Mvac,0
,
φ′f (0, 0,Mvac(B), B) =
(
φ′ vacf + φ
′mag
f
)
Mvac,0
.
(6.34)
6.4 Influeˆncia da Interac¸a˜o Vetorial na Magnetizac¸a˜o 167
Finalmente, para obter a equac¸a˜o de estado associada a mate´ria de
quarks magnetizada necessitamos ainda calcular a densidade de energia,
ε. A expressa˜o que define ε e´ mostrada na Eq.(6.2) e deve depender
da densidade de entropia, sf , calculada para cada sabor f . A entropia
fermioˆnica e´ enta˜o dada por
sf
∣∣
T>0
= −Nc|qf |B
4π2
kf,max∑
kf=0
αkf
∫ +∞
−∞
dpz
× [np,kf lnnp,kf + (1 − np,kf ) ln (1 − np,kf )
+n¯p,kf ln n¯p,kf + (1− n¯p,kf ) ln (1− n¯p,kf )
]
,
e
sf
∣∣
T=0
= 0 .
(6.35)
6.4 Influeˆncia da Interac¸a˜o Vetorial na
Magnetizac¸a˜o
Os resultados nume´ricos mostrados aqui referem-se ao mesmo conjunto
de paraˆmetros usado antes Λ = 590MeV, GSΛ
2 = 2.435 and
m = 6.0MeV. Devemos nos restringir agora apenas ao caso onde
a temperatura e´ nula, pois o ca´lculo das expresso˜es mostradas em
temperatura finita envolve equac¸o˜es do gap mais complicadas o que
resultaria em um esforc¸o nume´rico adicional. Atrave´s das expresso˜es
anteriores para a magnetizac¸a˜o, podemos avaliar quando a anisotropia
nas presso˜es P 6= P⊥ torna-se aprecia´vel em comparac¸a˜o ao caso
isotro´pico ordina´rio onde P = P⊥ quando B → 0. Na˜o ha´
necessariamente um valor caracter´ıstico de campo magne´tico ale´m do
qual observa-se uma discrepaˆncia considera´vel nas presso˜es. Desde que
exista um campo externo na˜o nulo, havera´ anisotropia em maior ou
menor grau. Pode-se contudo estabelecer um dado crite´rio [117] para a
delimitac¸a˜o de um valor limı´trofe de campo magne´tico acima do qual a
diferenc¸a nas presso˜es torna-se importante em relac¸a˜o a` outros efeitos.
Para entender como a introduc¸a˜o do acoplamento vetorial deve
afetar a magnetizac¸a˜o do sistema de quarks e consequentemente a
anisotropia nas presso˜es, devemos analisar a expressa˜o para o momento
de Fermi em temperatura nula T = 0
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kF =
√
µ˜2 − s2f =
√
(µ− 2GV ρf )2 −M2 − 2kf |qf |B . (6.36)
No caso quando GV = 0 e B = 0, enquanto o potencial qu´ımico
µ do sistema for inferior a` massa constituinte M a simetria quiral
apresenta-se quebrada. A restaurac¸a˜o da simetria quiral so´ ocorre
quando µ > M e a densidade deixa ser nula quando kF > 0. Com a
inserc¸a˜o do campo magne´ticoB 6= 0 e mantendo-seGV = 0, verificamos
que a expressa˜o acima podera´ apresentar zeros diferentes em func¸a˜o
dos valores de kf e M assumidos em um determinado valor de µ. No
entanto, como discutido antes, para o modelo SU(2) de NJL observamos
que nem todos estes valores de massa efetiva sa˜o termodinamicamente
esta´veis visto que na˜o determinam um mı´nimo global para a energia
livre. A restaurac¸a˜o da simetria quiral ocorre apenas para a combinac¸a˜o
(µ,M, kf ) a` qual implica tal minimizac¸a˜o global.
Por meio da introduc¸a˜o do paraˆmetro adicional GV , percebemos
que a presenc¸a de um termo vetorial repulsivo pode influenciar a es-
tabilidade das soluc¸o˜es nas equac¸o˜es de gap e tornar termodinamica-
mente esta´veis estados anteriormente insta´veis quando apenas o campo
magne´tico estava presente. Havera´ enta˜o a possibilidade de formac¸a˜o
de fases intermedia´rias com diferentes densidades associadas a cada
n´ıvel de Landau que o sistema pode assumir.
Ao definir a magnetizac¸a˜o por meio da equac¸a˜o Eq.(6.21), es-
tabelecemos que basicamente o acoplamento vetorial deve influenciar
M por meio da densidade e sua derivada, ρ′f . A expressa˜o para ρf ,
Eq.(6.16), nos mostra que a densidade em temperatura nula deve ser
essencialmente proporcional ao momento de Fermi e depender de GV
de acordo com as soluc¸o˜es determinadas pelas equac¸o˜es do gap. Como
visto anteriormente no cap´ıtulo 4, os valores assumidos para a den-
sidade da mate´ria de quarks devem apresentar as oscilac¸o˜es de De
Haas-van Alphen conforme o campo magne´tico externo assume difer-
entes valores. Na Fig.(6.1), mostramos as densidades determinadas
para diferentes valores de GV em func¸a˜o do campo magne´tico para
o potencial qu´ımico µ = 500MeV. Aqui e´ interessante comparar as
figuras Fig.(4.14) e Fig.(6.1) e perceber que a primeira e´ diferente da
segunda visto que as densidades mostradas na Fig.(4.14) esta˜o associ-
adas a` regia˜o de transic¸a˜o. Na Fig.(6.1), como a densidade e´ avaliada
em um potencial qu´ımico mais elevado µ = 500MeV, esta sofre menor
influeˆncia da transic¸a˜o em si pois a massa dos quarks apresenta um
comportamento monotoˆnico mais regular nessa regia˜o.
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Figura 6.1: Oscilac¸o˜es de De Haas-van Alphen para a densidade da mate´ria
de quarks em func¸a˜o do campo magne´tico calculadas para alguns valores de
acoplamento vetorial GV e potencial qu´ımico µ = 500MeV.
Se a densidade apresenta estas oscilac¸o˜es de De Haas-van Alphen,
a mesma caracter´ıstica deve refletir-se no ca´lculo da magnetizac¸a˜o em
virtude da Eq.(6.21). Ale´m disso, a dependeˆncia da magnetizac¸a˜o
no acoplamento vetorial deve ocorrer tambe´m por meio da derivada
da densidade em func¸a˜o do campo magne´tico. Pela inspec¸a˜o da
Fig.(6.1) verificamos facilmente que a estrutura de multicu´spides torna
a derivada de ρf em relac¸a˜o a` B descont´ınua assumindo valores
positivos e negativos. Nas Figs.(6.2,6.3) apresentamos os gra´ficos para
a densidade de magnetizac¸a˜o em func¸a˜o do campo externo aplicado.
Podemos concluir de acordo com esse resultado que quando GV = 0
a magnetizac¸a˜o e´ essencialmente positiva para valores mais elevados
do campo magne´tico. De acordo com nossa discussa˜o no in´ıcio
deste cap´ıtulo, isto significa que a mate´ria de quarks apresenta um
comportamento paramagne´tico para estes valores de B. A densidade
de magnetizac¸a˜o M em GV = 0 torna-se negativa somente para
valores menores que aproximadamente eB < 1.0m2π. Em me´dia, a
magnetizac¸a˜o tende a crescer com a intensidade do campo magne´tico
que atua nos fe´rmions. Esse resultado e´ qualitativamente similar
ao determinado pela aplicac¸a˜o de outros modelos, por exemplo pela
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Figura 6.2: Dependeˆncia da densidade de magnetizac¸a˜o para a mate´ria densa
de quarks em func¸a˜o do campo magne´tico B aplicado para diferentes valores de
acoplamento vetorial GV para µ = 500MeV.
6.4 Influeˆncia da Interac¸a˜o Vetorial na Magnetizac¸a˜o 171
Figura 6.3: Dependeˆncia da densidade de magnetizac¸a˜o para a mate´ria densa
de quarks em func¸a˜o do campo magne´tico B aplicado para diferentes valores de
acoplamento vetorial GV para µ = 500MeV.
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aplicac¸a˜o da hidrodinaˆmica relativ´ıstica anisotro´pica [121].
Quando introduzimos a interac¸a˜o vetorial fazendo GV > 0, mod-
ificamos a dependeˆncia funcional da densidade de magnetizac¸a˜o como
mostrado nas Figs.(6.2,6.3). A forma das oscilac¸o˜es e´ alterada e em
lugar das curvas suaves apresentadas pelo caso GV = 0 vemos que
aparecem variac¸o˜es mais bruscas em virtude da contribuic¸a˜o oferecida
pela derivada da densidade. A posic¸a˜o dos ma´ximos e mı´nimos das
oscilac¸o˜es tambe´m sofre um deslocamento para valores menores de B
conforme o acoplamento GV torna-se mais intenso. Os picos que apare-
cem na densidade de magnetizac¸a˜o quando GV > 0, sa˜o a rigor diver-
gentes em virtude de ρ′f e saltos mais intensos podem ser observados
discretizando mais o ca´lculo nessas regio˜es dos gra´ficos. Com a pre-
senc¸a da interac¸a˜o vetorial tambe´m verificamos que a magnetizac¸a˜o
oscila entre valores positivos e negativos e este efeito torna-se mais
pronunciado quanto maior a magnitude de GV . Isso demonstra que o
sistema fermioˆnico pode apresentar tanto um comportamento param-
agne´tico (M > 0) quanto diamagne´tico (M < 0) sob diferentes valores
de B. Pela expressa˜o mostrada na Eq.(6.18) podemos deduzir simpli-
ficadamente que a pressa˜o cresce com o acoplamento vetorial GV para
determinados valores de B e µ. Quanto maior a repulsa˜o existente entre
as part´ıculas maior P nesse caso. Assim, o aumento no acoplamento de
repulsa˜o vetorial deve caracterizar uma reduc¸a˜o na energia livre o que
permite que configurac¸o˜es de cara´ter diamagne´tico outrora insta´veis
sejam de fato permitidas pela presenc¸a de GV . Isso pode ser deduzido
analisando a equac¸a˜o Ω(µ, T,M,B) = ε − Ts − µρ − BM . No caso
ordina´rio, quando GV = 0, a energia livre de Landau aumenta se B
cresce para o caso quando M < 0 e da´ı resulta o comportamento dia-
magne´tico. No entanto, se temos GV > 0, o valor de µ deve ser maior
para a mesma densidade pois agora temos o efeito repulsivo do meio
que tende a aumentar o potencial qu´ımico do sistema. Isso permite que
a energia livre seja menor mesmo que a magnetizac¸a˜o torne-se negativa
dentro de certos limites. Pode-se notar analisando as Figs.(6.2,6.3) que
em valores na˜o nulos de GV a magnetizac¸a˜o e´ negativa apenas ate´ um
valor ma´ximo de campo magne´tico ale´m do qual retornamos ao caso
paramagne´tico onde M > 0.
Conforme foi demonstrado na refereˆncia [118], a magnetizac¸a˜o
torna-se negativa mesmo em GV = 0 no modelo SU(3). Isso acontece
porque a inclusa˜o do quark s no modelo aumenta o nu´mero de graus
de liberdade do problema o que faz com que a densidade de energia
, ε, seja maior em relac¸a˜o ao caso com dois sabores. Se a densidade
de energia aumenta, mesmo que a magnetizac¸a˜o seja negativa (caso
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diamagne´tico) o campo magne´tico pode aumentar e ainda assim tal
configurac¸a˜o resultar em um mı´nimo na energia livre. Em raza˜o disto,
e´ poss´ıvel obter um comportamento diamagne´tico para a mate´ria de
quarks tanto usando o modelo NJL SU(2) com GV na˜o nulo, quanto
usando o modelo NJL SU(3) sem GV .
Para observar a anisotropia nas presso˜es podemos determinar
como as presso˜es paralela P e perpendicular P⊥ dependem intrise-
camente da intensidade do campo magne´tico. Nas Figs.(6.4,6.5), apre-
sentamos os resultados nume´ricos referentes a este ca´lculo das presso˜es
P e P⊥ sob diferentes valores de acoplamento vetorial GV . Visual-
izando os gra´ficos, podemos perceber que, para GV = 0, as presso˜es
tornam-se distintas e essa diferenc¸a tende a crescer com o valor do
campo magne´tico. Esse tipo de resultado pode ser observado em out-
ros trabalhos envolvendo a mate´ria de quarks em densidades elevadas e
temperatura nula [118, 122, 123] e tambe´m em temperatura finita [124].
Os resultados destes trabalhos concordam qualitativamente com o que
verificamos para o caso GV = 0, conforme o campo magne´tico torna-se
mais intenso a anisotropia nas presso˜es torna-se maior. E´ interessante
observar que no modelo de NJL com dois sabores sem a presenc¸a da in-
terac¸a˜o vetorial o valor da pressa˜o perpendicular nunca excede aquele
apresentado pela pressa˜o paralela. Esse aspecto da magnetizac¸a˜o no
modelo NJL SU(2) difere do apresentado em sua versa˜o SU(3), no qual
mesmo sem o efeito do acoplamento vetorial a pressa˜o perpendicular
excede a pressa˜o paralela, como verificado em [118]. Ainda em com-
parac¸a˜o com [118], podemos dizer que as descontinuidades na pressa˜o
perpendicular sa˜o semelhantes em ambas as verso˜es do modelo de NJL
com dois e treˆs sabores; ou seja a intensidade dos saltos descont´ınuos
aumenta com B. Os saltos descont´ınuos no modelo NJL SU(2) sem-
pre ocorrem aos pares e no modelo com treˆs sabores sempre em ternas.
Ale´m disso, para campos mais intensos a pressa˜o perpendicular torna-se
negativa. Ao estabelecermos GV > 0, vemos que a pressa˜o perpendic-
ular modifica-se de maneira semelhante ao verificado para a densidade
de magnetizac¸a˜o. Aparecem as descontinuidades associadas ao com-
portamento da derivada de ρf e tambe´m percebemos que em alguns
pontos a pressa˜o perpendicular supera em valor a pressa˜o paralela.
A intensidade da pressa˜o paralela para todo o intervalo de valores
de B vai decrescendo conforme a magnitude do acoplamento vetorial
fica maior. Por outro lado, a intensidade da pressa˜o perpendicular
oscila com o campo magne´tico com per´ıodo dependente de B. O padra˜o
perio´dico das oscilac¸o˜es e´ pouco modificado pela inclusa˜o de GV de
modo que observa-se apenas um deslocamento das posic¸o˜es de ma´ximos
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Figura 6.4: Comparac¸a˜o entre os valores determinados para as presso˜es paralela e
perpendicular em func¸a˜o do campo magne´tico B para diferentes valores da constante
de acoplamento GV com potencial qu´ımico µ = 500MeV.
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Figura 6.5: Comparac¸a˜o entre os valores determinados para as presso˜es paralela e
perpendicular em func¸a˜o do campo magne´tico B para diferentes valores da constante
de acoplamento GV com potencial qu´ımico µ = 500MeV.
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e mı´nimos quando comparamos os respectivos casos.
Outro aspecto a considerar no ca´lculo das magnetizac¸o˜es diz
respeito a sua dependeˆncia em func¸a˜o da densidade do meio. Na
Fig.(6.6) ilustramos como M varia com esta quantidade sob diferentes
valores da constante de acoplamento vetorial para um valor fixo de
campo magne´tico: eB = 2.0m2π.
Figura 6.6: Valores de densidade de magnetizac¸a˜o em func¸a˜o da densidade da
mate´ria para diferentes valores de GV sob campo magne´tico constante eB = 2.0m
2
pi .
Quando a interac¸a˜o vetorial esta´ ausente e GV = 0 percebemos
que os valores de magnetizac¸a˜o oscilam com a densidade de maneira
regular, apresentando valores positivos em todo o intervalo de ρB/ρ0
mostrado. As cu´spides sempre aparecem aos pares em virtude das
cargas distintas dos quarks up e down. Ao submeter o sistema
a um valor na˜o nulo de GV , verificamos que novamente aparecem
pontos de descontinuidade para alguns valores espec´ıficos de ρB/ρ0.
Tais descontinuidades apresentam-se em intervalos aproximadamente
regulares, seguindo o mesmo padra˜o determinado pelo caso onde GV =
0. De maneira similar aos comenta´rios anteriores, quando GV > 0, a
magnetizac¸a˜o deve oscilar descontinuamente entre valores positivos e
negativos. Ao escolher outros valores de campo magne´tico para trac¸ar
este u´ltimo gra´fico devemos identificar um comportamento semelhante
da magnetizac¸a˜o em func¸a˜o da densidade.
Calculando a raza˜o P⊥/P entre as presso˜es perpendicular e
paralela para um determinado intervalo de densidades, vemos que a
anisotropia nas presso˜es tambe´m varia, mesmo para B constante, como
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Figura 6.7: Variac¸a˜o da raza˜o entre as presso˜es perpendicular e paralela em func¸a˜o
da densidade do meio sob campo magne´tico eB = 2.0m2pi e magnitudes distintas de
GV .
pode ser visto na Fig.(6.7). Analisando o caso GV = 0, conclu´ımos
que a raza˜o entre as presso˜es sempre e´ menor que a unidade e que
a anisotropia descresce com o aumento da densidade. Um resultado
semelhante foi obtido na refereˆncia [120] para um ga´s fermioˆnico sujeito
a um campo magne´tico intenso. Por outro lado, com a influeˆncia
do acoplamento GV > 0, verificamos que a pressa˜o perpendicular
pode tornar-se muito maior para alguns valores de densidade e o
padra˜o descont´ınuo aparece novamente. Para outros valores de campo
magne´tico tambe´m sa˜o determinados resultados que se assemelham ao
mostrado na Fig.(6.7). Podemos notar que quando GV = 0, a raza˜o
entre as presso˜es P⊥/P ∼ 1 em densidades mais altas Isso ocorre
porque ao aumentar a densidade torna-se necessa´rio usar uma energia
maior para acrescentar novas part´ıculas e deve sobrar menos energia
para magnetizar o sistema.
O termo µρ na expressa˜o P = −ε+Ts+µρ+BM torna-se mais
relevante que o termo BM e assim a diferenc¸a entre as presso˜es paralela
e perpendicular deve ser reduzida quando a densidade aumenta. Ao
estabelecer um valor na˜o nulo para GV , produzimos um deslocamento
nos valores de potencial qu´ımico em virtude da repulsa˜o vetorial, o que
contribui para aumentar a anisotropia nas presso˜es. Enquanto a ac¸a˜o
do campo magne´tico e´ isotro´pica, a repulsa˜o vetorial atua igualmente
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em todas as direc¸o˜es do espac¸o.
Atrave´s de simulac¸o˜es na rede e´ poss´ıvel determinar a magne-
tizac¸a˜o da mate´ria de quarks diretamente usando as equac¸o˜es da QCD.
Com a discretizac¸a˜o do problema na rede, o campo magne´tico na˜o
deve apresentar qualquer valor, mas torna-se quantizado em virtude
da geometria toroidal usada nestas simulac¸o˜es. Como resultado destes
ca´lculos na rede [125] conclui-se que, em temperatura nula e potencial
qu´ımico pro´ximo a zero, a mate´ria de quarks e glu´ons deve apresentar
uma assinatura paramagne´tica. Um outro ca´lculo na rede [126] em tem-
peratura finita tambe´m demonstrou tal caracter´ıstica para a suscetibil-
idade magne´tica. Ou seja, na QCD, quando o campo magne´tico au-
menta a magnetizac¸a˜o e´ positiva e tambe´m cresce. Esse comportamento
tambe´m e´ verificado [127] pelo modelo hadroˆnico HRG (Hadron Reso-
nance Gas). Independentemente, utilizando uma forma fechada para a
pressa˜o de um ga´s de quarks em um campo magne´tico tambe´m foi ob-
servado este resultado paramagne´tico tanto em potencial qu´ımico nulo
[128], quanto em potencial qu´ımico finito [129]. Neste trabalho, uti-
lizamos o modelo efetivo de NJL e sem a interac¸a˜o vetorial em T = 0
e µ finito, verificamos que a mate´ria densa de quarks tambe´m e´ de na-
tureza paramagne´tica. Ale´m disso, pela inserc¸a˜o da interac¸a˜o vetorial
verificamos que o diamagnetismo tambe´m e´ poss´ıvel, pelo menos para
T = 0 e µ finito.
6.5 Equac¸o˜es de Estado Anisotro´picas
Em algumas aplicac¸o˜es e´ interessante estabelecer uma equac¸a˜o de
estado termodinaˆmica por meio da qual seja poss´ıvel descrever os
estados da mate´ria dados os valores das vara´veis de estado. Ja´ citamos
anteriormente que a descric¸a˜o de objetos estelares compactos, como as
estrelas de neˆutrons e magnetares, requer como ponto de partida uma
equac¸a˜o de estado para a determinac¸a˜o de seus paraˆmetros estruturais.
Algumas dessas estrelas densas exibem campos magne´ticos bastante
intensos, os quais devem afetar a dinaˆmica microsco´pica de modo a
alterar significativamente o comportamento termodinaˆmico. Em suma,
a presenc¸a de um campo magne´tico intenso nesses objetos estelares
deve influenciar indiretamente seu tamanho e composic¸a˜o. No cap´ıtulo
1 mencionamos que atualmente conjectura-se sobre a possibilidade de
existirem estrelas compactas cuja estrutura seja sustentada por um
caroc¸o de quarks desconfinados. Assim, as observac¸o˜es experimentais
desse tipo de objeto astronoˆmico poderiam ser confirmadas segundo
estimativas teo´ricas para a massa e raio que devem possuir. Diversos
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trabalhos teˆm sido publicados ao longo dos u´ltimos anos [83, 119, 111,
122, 49, 130] com o objetivo de estabelecer a influeˆncia desses campos
magne´ticos intensos na estrutura estelar. O campo magne´tico em
uma estrela compacta na˜o e´ constante e nem uniforme e sua descric¸a˜o
consiste em uma tarefa bastante complexa como pode ser visto nas
refereˆncias [131, 132].
Portanto, espera-se que a considerac¸a˜o de presso˜es anisotro´picas
na equac¸a˜o de estado da mate´ria estelar pode apresentar grande
relevaˆncia no ca´lculo estrutural desses objetos. Recentemente, tais
efeitos anisotro´picos foram avaliados na refereˆncia [118] para o modelo
SU(3) de NJL sob condic¸o˜es mais realistas para o equil´ıbrio estelar,
pela inclusa˜o do quark estranho e tambe´m do decaimento β. Nossos
resultados aqui no modelo SU(2) de NJL pretendem apenas mostrar
simplificadamente como a interac¸a˜o vetorial deve afetar a equac¸a˜o
de estado anisotro´pica da mate´ria de quarks magnetizada. Nas
Figs.(6.8,6.9,6.10,6.11,6.12,6.13) mostramos os resultados nume´ricos
determinados para as equac¸o˜es de estado anisotro´picas pela aplicac¸a˜o
do modelo de NJL para dois sabores na presenc¸a do campo magne´tico
B e interac¸a˜o vetorial de acoplamento GV .
Analisando as figuras que mencionamos, podemos notar como as
presso˜es tornam-se distintas e que ambas as presso˜es esta˜o sujeitas as
oscilac¸o˜es de De Haas-van Alphen. Aqui novamente a componente
perpendicular da pressa˜o apresenta descontinuidades de forma ana´loga
ao obtido para as magnetizac¸o˜es. No caso da pressa˜o paralela, percebe-
se imediatamente que o aumento de GV “enrijece”a equac¸a˜o de estado;
ou seja, conforme a repulsa˜o vetorial se intensifica, a pressa˜o P cresce
para um dado valor de densidade de energia ε. Esse efeito ocorre em
todos os valores de campo magne´tico e ja´ foi verificado em diversos
outros trabalhos [133].
Comparando os resultados da equac¸a˜o de estado para diferentes
valores do campos magne´tico, notamos que a pressa˜o perpendicular
assume valores negativos em alguns pontos. Na refereˆncia [134] os
autores discutem o problema da anisotropia magne´tica na mate´ria de
quarks usando o modelo SU(3) de NJL na presenc¸a da interac¸a˜o vetorial
e iso-vetorial em uma abordagem mais ampla do que a apresentada
aqui. Inclusive consideram o efeito provocado por um potencial
gluoˆnico no ca´lculo dos observa´veis termodinaˆmicos.
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Figura 6.8: Equac¸o˜es de estado determinadas pelas presso˜es paralela e perpendicu-
lar sob um campo magne´tico de eB = 2m2pi. Na sequeˆncia de gra´ficos apresentamos
os resultados determinados para diferentes magnitudes de acoplamento vetorial GV .
As linhas mais finas representam as soluc¸o˜es insta´veis.
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Figura 6.9: Equac¸o˜es de estado determinadas pelas presso˜es paralela e perpendicu-
lar sob um campo magne´tico de eB = 2m2pi. Na sequeˆncia de gra´ficos apresentamos
os resultados determinados para diferentes magnitudes de acoplamento vetorial GV .
As linhas mais finas representam as soluc¸o˜es insta´veis.
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Figura 6.10: Equac¸o˜es de estado determinadas pelas presso˜es paralela e perpendic-
ular sob um campo magne´tico de eB = 5m2pi . Na sequeˆncia de gra´ficos apresentamos
os resultados determinados para diferentes magnitudes de acoplamento vetorial GV .
As linhas mais finas representam as soluc¸o˜es insta´veis.
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Figura 6.11: Equac¸o˜es de estado determinadas pelas presso˜es paralela e perpendic-
ular sob um campo magne´tico de eB = 5m2pi . Na sequeˆncia de gra´ficos apresentamos
os resultados determinados para diferentes magnitudes de acoplamento vetorial GV .
As linhas mais finas representam as soluc¸o˜es insta´veis.
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Figura 6.12: Equac¸o˜es de estado determinadas pelas presso˜es paralela e perpendic-
ular sob um campo magne´tico de eB = 8m2pi . Na sequeˆncia de gra´ficos apresentamos
os resultados determinados para diferentes magnitudes de acoplamento vetorial GV .
As linhas mais finas representam as soluc¸o˜es insta´veis.
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Figura 6.13: Equac¸o˜es de estado determinadas pelas presso˜es paralela e perpendic-
ular sob um campo magne´tico de eB = 8m2pi . Na sequeˆncia de gra´ficos apresentamos
os resultados determinados para diferentes magnitudes de acoplamento vetorial GV .
As linhas mais finas representam as soluc¸o˜es insta´veis.
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6.6 Estabilidade da Mate´ria de Quarks em
Campo Magne´tico Finito e GV > 0
As magnetizac¸o˜es obtidas pelas expresso˜es desenvolvidas aqui nos
permitem calcular a densidade de energia ε, como vimos. Dessa
maneira, torna-se poss´ıvel verificar o comportamento da energia por
ba´rion ε/ρB para a mate´ria de quarks magnetizada. Na Fig.(6.14)
mostramos como a ac¸a˜o do campo magne´tico promove a mate´ria para
estados cada vez mais ligados; ou seja, a energia por nucleon diminui
conforme B aumenta como ja´ verificado na refereˆncia [83]. Para a
mate´ria nuclear, o nucl´ıdeo mais esta´vel 3 e´ o 56Fe, que apresenta uma
energia por nucleon de aproximadamenteE/A = ε/ρB ≃ 930MeV. Em
comparac¸a˜o com o valor da energia por nucleon na mate´ria nuclear a
magnitude de ε/ρB e´ maior. Isso significa que a mate´ria nuclear e´ mais
fortemente ligada que a mate´ria de quarks magnetizada e portanto,
numa estrela de neˆutrons este na˜o seria o estado fundamental.
O efeito provocado pela introduc¸a˜o da interac¸a˜o vetorial basica-
mente torna a mate´ria de quarks mais fracamente ligada devido a` re-
pulsa˜o, de modo que ε/ρB vai crescendo quando GV fica maior. Nestes
resultados podemos perceber que devido a`s oscilac¸o˜es introduzidas pelo
campo magne´tico, a variac¸a˜o no valor de GV faz com que o estado fun-
damental flutue entre diferentes densidades. Por exemplo, quando o
campo magne´tico e´ eB = 2m2π, vemos que quando GV e´ nulo ou pe-
queno a densidade preferencial fica no intervalo ρB ≃ 2 − 3ρ0. Temos
um mı´nimo global nessa regia˜o de densidade e um mı´nimo local na
densidade zero. Nessas condic¸o˜es, o estado de va´cuo corresponde a
um estado meta´stavel do sistema [83]. Quando GV excede o valor
de 0.3GS , verificamos que a energia de ligac¸a˜o agora apresenta um
mı´nimo global na densidade nula. Quando estas duas densidades co-
existem na transic¸a˜o de um valor de densidade esta´vel para o outro,
temos a formac¸a˜o de bolhas de va´cuo na mate´ria de quarks e vice-versa
se GV se reduz.
Para o caso quando temos eB = 5m2π, pode tambe´m aparecer
uma densidade intermedia´ria que compete com a densidade mais alta e
a mais baixa. Conforme GV varia, teˆm-se o sistema de quarks mais
fortemente ligado quando se apresenta em uma dessas densidades.
Para um determinado valor de GV e´ enta˜o poss´ıvel que haja a
3Na verdade, o nu´cleo mais fortemente ligado e´ o 62Ni. No entanto, considerando
as condic¸o˜es de temperatura e pressa˜o nas estrelas de neˆutrons acredita-se que deve
existir um processo de fotodesintegrac¸a˜o que transmuta os nu´cleos de n´ıquel em
nu´cleos de ferro, sendo este o mais esta´vel enta˜o.
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Figura 6.14: Efeito do acoplamento vetorial na energia de ligac¸a˜o associada a`
mate´ria magnetizada de quarks sob diferentes valores de campo magne´tico. Aqui as
linhas mais finas representam soluc¸o˜es termodinamicamente e/ou mecanicamente
insta´veis da equac¸a˜o do gap.
188 Anisotropia na Mate´ria de Quarks Magnetizada
coexisteˆncia de treˆs densidades ou fases simultaˆneas, comportamento
que segue as prescric¸o˜es que ja´ estabelecemos no cap´ıtulo anterior para
o desdobramento em fases mu´ltiplas.
6.7 Considerac¸o˜es Finais
Verificamos aos longo da nossa discussa˜o neste cap´ıtulo os efeitos
proporcionados pela anisotropia nas presso˜es em virtude da aplicac¸a˜o
do campo magne´tico a` mate´ria de quarks. Estudamos especificamente
qual o papel desempenhado pela presenc¸a da interac¸a˜o vetorial na
magnetizac¸a˜o induzida no sistema e conclu´ımos que essa contribuic¸a˜o
abre a possibilidade de um comportamento diamagne´tico da mate´ria de
quarks. Essa caracter´ıstica diamagne´tica e´ interessante pois segundo
as simulac¸o˜es da rede realizadas ate´ agora, somente ha´ previsa˜o para
um comportamento paramagne´tico da mate´ria de quarks. Como
vimos, resultados similares mostrando esse cara´ter diamagne´tico foram
tambe´m obtidos no modelo NJL com treˆs sabores sem GV , e isso mostra
que tal diamagnetismo, apesar de na˜o ter sido observado na rede ate´ o
momento pode ser poss´ıvel.
Cap´ıtulo 7
Concluso˜es
Neste trabalho estudamos os principais aspectos teo´ricos relativos as
propriedades assumidas pelo diagrama de fases da QCD. Usando o
modelo SU(2) de NJL para efetivamente simular a interac¸a˜o forte entre
os quarks mediada pelos glu´ons na QCD, obtivemos as propriedades
termodinaˆmicas de transic¸a˜o da fases hadroˆnica quando a mate´ria e´
submetida a extremas condic¸o˜es de temperatura e densidade. Em par-
ticular, discutimos extensivamente os efeitos produzidos pela consid-
erac¸a˜o de um canal vetorial repulsivo na lagrangiana e a ac¸a˜o de campos
magne´ticos externos.
Pelo estudo da influeˆncia de uma interac¸a˜o de acoplamento
vetorial no modelo de NJL, fomos capazes de mostrar o aparecimento
de mu´ltiplos pontos cr´ıticos no diagrama de fases em um regime
de acoplamento forte e pequenas massas dos quarks. Enquanto um
aumento na constante de acoplamento escalar GS reforc¸a a regia˜o de
primeira ordem no diagrama de fases, um aumento no acoplamento
vetorial enfraquece esta linha de coexisteˆncia. Sob valor de GV nulo
e forte acoplamento GS o diagrama de fases torna-se dominado pela
linha de primeira ordem. Ao estabelecer valores na˜o nulos para o
acoplamento vetorial GV encontramos um encolhimento dessa regia˜o
de primeira ordem e a emergeˆncia de dois pontos cr´ıticos para massas
na˜o f´ısicas dos quarks. Ale´m disso, verificamos a validade do cena´rio de
back-bending da superf´ıcie cr´ıtica na versa˜o SU(2) do modelo de NJL
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pela introduc¸a˜o deste canal de interac¸a˜o vetorial. Quando as massas dos
quarks aumentam e aproximam-se de seus valores f´ısicos observamos
o consequente desaparecimento do ponto cr´ıtico na˜o f´ısico. O ponto
restante persiste em massas maiores e ainda confirma o cena´rio atual
da poss´ıvel existeˆncia de um ponto cr´ıtico f´ısico no diagrama de fases.
Os resultados obtidos na aproximac¸a˜o de campo me´dio no modelo de
NJL sob a ac¸a˜o de interac¸o˜es vetoriais tambe´m foram comparados com
a expansa˜o na˜o perturbativa OPT no modelo NJL.
A outra parte do nosso trabalho discutiu a influeˆncia de um campo
magne´tico externo no diagrama de fases em contraste com a repulsa˜o
provocada por um acoplamento vetorial. Em potencial qu´ımico zero
observamos o resultado bem conhecido da Cata´lise Magne´tica. A
Cata´lise Magne´tica na˜o e´ afetada pela interac¸a˜o vetorial nesta regia˜o
de µ = 0. Nossa ana´lise concorda com estudos anteriores de teoria
de campo efetiva mostrando uma temperatura pseudo cr´ıtica crescente
conforme o campo magne´tico e´ elevado. No entanto, esta conclusa˜o
difere de ca´lculos na rede para a mesma quantidade. Pore´m, ja´ e´
poss´ıvel extrair pelo modelo NJL resultados anal´ıticos coerentes com
a rede podem ser obtidos assumindo uma constante de acoplamento,
GS(B), dependente do campo externo, como discutido.
Em valores finitos de potencial qu´ımico, no entanto, a interac¸a˜o
vetorial desempenha um papel importante, modificando a restaurac¸a˜o
da simetria quiral. O mecanismo da Cata´lise Magne´tica Inversa e´
observado em um meio denso, com o campo magne´tico favorecendo
a fase quiralmente restaurada. A inserc¸a˜o do acoplamento vetorial
leva todo o contorno de fases para valores mais altos de potencial
qu´ımico e favorece a fase quebrada. No entanto, o fenoˆmeno da Cata´lise
Magne´tica Inversa na˜o pode ser anulado pela repulsa˜o vetorial, mesmo
para valores mais altos de GV .
O campo magne´tico reforc¸a a linha de transic¸a˜o de primeira ordem
como vimos e a interac¸a˜o vetorial repulsiva tem o efeito de encolhimento
dessa regia˜o de coexisteˆncia. Entretanto, estas influeˆncias na˜o sa˜o
exatamente opostas e a interac¸a˜o vetorial na˜o pode cancelar o efeito
do campo magne´tico. Isto ocorre apenas parcialmente em temperatura
zero.
Na regia˜o de transic¸a˜o de primeira ordem, a coexisteˆncia de
duas densidades diferentes na mesma temperatura e´ modificada pela
aplicac¸a˜o de um fluxo magne´tico externo. Em valores elevados de
B, a diferenc¸a de densidade entre as fases coexistentes aumenta em
comparac¸a˜o com o caso onde o campo esta´ ausente. Por outro
lado, para certos valores menores de B, o preenchimento dos n´ıveis
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de Landau torna essa diferenc¸a menor do que no caso B = 0,
GV = 0. O efeito global do acoplamento vetorial sozinho e´ sempre
encolher a regia˜o de coexisteˆncia de primeira ordem no diagrama
T − ρ. A aplicac¸a˜o do campo magne´tico conjuntamente a considerac¸a˜o
da interac¸a˜o vetorial produz basicamente uma condic¸a˜o intermedia´ria
dependendo dos valores assumidos por B e GV .
Estes resultados podem ter consequeˆncias importantes para a
dinaˆmica das transic¸o˜es de fases de primeira ordem na mate´ria
fortemente interagente. Por exemplo, a tensa˜o superficial entre duas
fases coexistentes depende da diferenc¸a entre os valores nume´ricos de
cada densidade [100]. Portanto, na presenc¸a de campos magne´ticos
baixos (B < 5m2π/e) o valor da tensa˜o superficial oscila com B, como
ja´ verificado [101].
Na sequeˆncia estudamos mais atentamente como ocorre a
restaurac¸a˜o da simetria quiral ao solucionar as equac¸o˜es de gap para o
sistema de quarks magnetizado em GV na˜o nulo. Conclu´ımos que deve
ocorrer um desdobramento de fases magnetizadas em diferentes densi-
dades e no modelo aqui estudado isso torna-se aparente em virtude da
interac¸a˜o vetorial. A repulsa˜o provocada por GV tende a estabilizar
soluc¸o˜es de massa das equac¸o˜es de gap antes insta´veis mecanicamente
e/ou termodinamicamente. Tal desdobramento acrescenta novas linhas
de transic¸a˜o de primeira ordem ao diagrama de fases determinando a
coexisteˆncia dual (coexisteˆncia de duas densidades na mesma pressa˜o)
entre diferentes estados magnetizados.
Ale´m desse fenoˆmeno, descobrimos que sob determinadas com-
binac¸o˜es parame´tricas de B e GV torna-se poss´ıvel a ocorreˆncia de
fases mu´ltiplas de treˆs e ate´ quatro (apenas em T = 0) fases coex-
istentes simultaneamente para a mate´ria de quarks. Verificamos que
nestas condic¸o˜es existe a possibilidade de existeˆncia de pontos triplos
no diagrama de fases. Ao explorar as combinac¸o˜es de B e GV que resul-
tam em coexisteˆncia mu´ltipla, mostramos que ha´ um padra˜o oscilato´rio
do tipo de De Haas-van Alphen relacionando este par de paraˆmetros.
Tambe´m demonstramos que no diagrama de fases P−T para a interac¸a˜o
forte podem aparecer linhas de coexisteˆncia relacionadas a` condic¸a˜o
∂P/∂T < 0, a qual tambe´m ocorre em sistemas moleculares como a
a´gua. Isso demonstra que existe uma similaridade entre o termo re-
pulsivo GV na interac¸a˜o entre os quarks e a repulsa˜o do potencial de
Lennard-Jones nos sistemas moleculares. Aqui na˜o realizamos nenhum
estudo referente ao modelo SU(3) de NJL; no entanto, podemos adi-
antar que esse desdobramento de fases magne´ticas com treˆs sabores
na˜o deve necessitar da presenc¸a de GV para ocorrer neste caso, pois o
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aumento no nu´mero de graus de liberdade causa o mesmo efeito.
Realizamos tambe´m a ana´lise da interac¸a˜o vetorial na anisotropia
de presso˜es da mate´ria de quarks magnetizada. Por meio do ca´lculo das
respectivas magnetizac¸o˜es confirmamos que para GV nulo a mate´ria
de quarks tem uma assinatura paramagne´tica em potencial qu´ımico
finito e temperatura zero. Sob um valor na˜o nulo de GV obtive-
mos tambe´m condic¸o˜es de estabilidade para um comportamento dia-
magne´tico. Como a interac¸a˜o vetorial produz um deslocamento no po-
tencial qu´ımico isso torna poss´ıvel que a energia livre ainda permanec¸a
um mı´nimo para valores negativos de magnetizac¸a˜o. Adicionalmente,
obtivemos as equac¸o˜es de estado anisotro´picas nas condic¸o˜es citadas.
O ca´lculo das magnetizac¸o˜es tambe´m nos permitiu determinar o com-
portamento da energia por nucleon para a mate´ria de quarks magne-
tizada sob diferentes valores de acoplamento GV . Os resultados que
encontramos para a energia por nucleon corroboram as hipo´teses sobre
o desdobramento de fases magnetizadas e a coexisteˆncia mu´ltipla que
introduzimos no cap´ıtulo 5.
Para dar continuidade ao estudo iniciado aqui, existem va´rios
caminhos que podem gerar trabalho futuros. Uma possibilidade o´bvia
seria estender a ana´lise das interrelac¸o˜es entre B e GV para um modelo
mais realista para a mate´ria de quarks. Alguns trabalhos ja´ foram
publicados neste contexto [134, 135] e devem existir ainda aspectos
importantes no aˆmbito do diagrama de fases da QCD que na˜o foram
explorados ate´ agora. Uma extensa˜o ao trabalho sobre a anisotropia
no modelo de NJL, seria a inclusa˜o do momento magne´tico anoˆmalo,
como ja´ feito com outros modelos [120]. O estudo da anisotropia em
temperatura finita usando o modelo de NJL (ou PNJL) poderia fornecer
resultados interessantes no contexto das coliso˜es de ı´ons pesados. A
obtenc¸a˜o de velocidades do som e viscosidades anisotro´picas poderia
ser comparada a estudos em hidrodinaˆmica relativ´ıstica atribu´ıdos
ao fluxo el´ıptico. Outra questa˜o interessante seria avaliar os efeitos
determinados pela anisotropia no efeito magne´tico quiral [136, 73] pelo
ca´lculo de resistividades e correntes carregadas no plasma de quarks e
glu´ons.
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Apeˆndice A
Ca´lculo da Contribuic¸a˜o
de Va´cuo
De maneira a avaliar o termo divergente da energia do va´cuo no
potencial efetivo precisamos primeiramente introduzir um cutoff Λ no
momento. A integral da contribuic¸a˜o de va´cuo e´ dada por
Ωvac = −2NcNf
∫
d3~p
(2π)3
√
p2 +M2. (A.1)
A integrac¸a˜o no momento cartesiano pode ser realizada tambe´m
em coordenadas esfe´ricas onde o raio no espac¸o de momento vai de zero
ate´ Λ
Ωvac = −2NcNf 4π
(2π)3
∫ Λ
0
p2dp
√
p2 +M2. (A.2)
Esta integral e´ facilmente avaliada como
∫ Λ
0
p2dp
√
p2 +M2 =
1
8
[
p
√
p2 +M2(M2 + 2p2)
−M4 ln (2p+ 2
√
p2 +M2)
]Λ
0
,
(A.3)
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calculando os limites de integrac¸a˜o verifica-se que
Ωvac = −NcNf
8π2
{
Λ
√
Λ2 +M2(M2 + 2Λ2)
−M4 ln (2Λ + 2
√
Λ2 +M2) +M4 ln (2M)
}
.
(A.4)
Pela inserc¸a˜o da energia ǫΛ =
√
Λ2 +M2 pode-se escrever a con-
tribuic¸a˜o de va´cuo como
Ωvac =
NcNf
8π2
{
M4 ln
(
Λ + ǫΛ
M
)
− ǫΛΛ(Λ2 + ǫΛ2)
}
. (A.5)
Apeˆndice B
Contribuic¸a˜o do Meio
em T=0
No limite de temperatura zero a soma de Matsubara e´ explicitamente
dada em termos da func¸a˜o degrau. A contribuic¸a˜o do meio para o
potencial efetivo pode ser escrita como
Ωmed(T = 0) = −2NcNf
∫
d3~p
(2π)3
(µ− E)Θ(µ− E). (B.1)
Considerando os seguintes valores assumidos pela func¸a˜o degrau
Θ(µ− E) =


0 if (µ− E) < 0 ∴ µ < E
1 if (µ− E) ≥ 0 ∴ µ ≥ E.
(B.2)
A contribuic¸a˜o do meio e´ zero a menos que a condic¸a˜o µ ≥
√
p2 +M2
seja satisfeita. Isto implica em um cutoff natural dado pelo momentum
de Fermi |pF | ≤
√
µ2 −M2
Ωmed(T = 0) = −2NcNf 4π
(2π)3
∫ √µ2−M2
0
p2dp(µ−
√
p2 +M2). (B.3)
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Realizando a respectiva integrac¸a˜o encontra-se
Ωmed(T = 0) = −NcNf
π2
{
µ
∫ √µ2−M2
0
p2dp−
∫ √µ2−M2
0
p2
√
p2 +M2dp
}
,
(B.4)
e chegamos a seguinte expressa˜o
Ωmed(T = 0) = −NcNf
π2
{
µ
3
(µ2 −M2)3/2 − 1
8
[
p
√
p2 +M2(M2 + 2p2)
−M4 ln (2p+ 2
√
p2 +M2)
]√µ2−M2
0
}
,
(B.5)
avaliando os limites de integrac¸a˜o verifica-se que
Ωmed(T = 0) = −NcNf
π2
{µ
3
(µ2 −M2)3/2
−1
8
[
µ
√
µ2 −M2(M2 + 2(µ2 −M2)2)
−M4 ln (2
√
µ2 −M2 + 2µ) +M4 ln (2M)
]}
.
(B.6)
Arranjando estes termos finalmente conclu´ımos que
Ωmed(T = 0) = −NcNf
8π2
{
M4 ln
[
(µ+
√
µ2 −M2)
M
]
+
5
3
µ(µ2 −M2)3/2 − µ3
√
µ2 −M2
}
.
(B.7)
Apeˆndice C
Teoria de Perturbac¸a˜o
Otimizada
no Modelo NJL SU(2)
A Teoria de Perturbac¸a˜o Otimizada (Optimized Perturbation Theory,
OPT) ou Expansa˜o-δ consiste em uma te´cnica variacional a qual
fundamenta-se na completa invariaˆncia do grupo de renormalizac¸a˜o
da teoria fundamental sob ana´lise. Pela introduc¸a˜o conveniente de
um esquema de parametrizac¸a˜o na˜o f´ısico, a avaliac¸a˜o aproximativa
de uma quantidade f´ısica P em uma dada teoria deve ser invariante
sob variac¸o˜es destes paraˆmetros artificiais. As soluc¸o˜es estaciona´rias
correspondera˜o a` condic¸a˜o de mı´nima sensibilidade onde o resultado
exato e´ uma constante no espac¸o de paraˆmetros na˜o f´ısico. Este e´
o chamado Princ´ıpio de Mı´nima Sensibilidade (PMS) [61]: “Se uma
aproximac¸a˜o depende de paraˆmetros na˜o f´ısicos, enta˜o seus valores
sera˜o escolhidos de modo a minimizar a sensibilidade do aproximante
com respeito a pequenas variac¸o˜es nos paraˆmetros”. Se um paraˆmetro
de massa arbitra´rio η e´ inclu´ıdo na lagrangiana original enta˜o a
interpolac¸a˜o variacional de uma dada quantidade f´ısica pode ser lida
como
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dP
dη
∣∣∣∣
η¯
= 0. (C.1)
onde esta condic¸a˜o de mı´nima sensibilidade e´ alcanc¸ada para um valor
o´timo η = η¯.
Quando aplicado a lagrangiana SU(2) de NJL
L = ψ¯(iγµ∂
µ −m)ψ +GS [(ψ¯ψ)2 + (ψ¯iγ5~τψ)2], (C.2)
o me´todo OPT deforma a teoria original pelas seguintes substituic¸o˜es
m → m+ (1 − δ)η ,
GS → δGS .
onde η corresponde um paraˆmetro arbitra´rio de desvio na massa e δ
e´ o paraˆmetro alternativo de expansa˜o perturbativa. Desse modo, a
lagrangiana de NJL deformada em δ pode ser escrita como
L → L δ = ψ¯(iγµ∂µ −m)ψ − (1− δ)ηψ¯ψ + δGS [(ψ¯ψ)2 + (ψ¯iγ5~τψ)2].
(C.3)
Pode-se sempre resgatar a lagrangiana original fazendo δ = 1 ou a
teoria de fe´rmions livres por meio de δ = 0. Neste contexto δ funciona
apenas como um paraˆmetro de contabilizac¸a˜o book-keeping. A Fig.(C.1)
ilustra os correspondentes diagramas relativos ao modelo SU(2) de NJL
na parametrizac¸a˜o OPT. Um valor na˜o nulo para o desvio na massa η
nos permite regular poss´ıveis divergeˆncias de m = 0 no propagador.
Figura C.1: Diagramas de NJL diagrams na parametrizac¸a˜o OPT.
Introduzindo os campos auxiliares relativos aos canais de in-
terac¸a˜o do meson sigma σ e do pion π pela subtrac¸a˜o dos seguintes
termos na lagrangiana
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δ
4GS
(σ + 2GSψ¯ψ)
2 =
δσ2
4GS
+ δσψ¯ψ + δGS(ψ¯ψ)
2
δ
4GS
(~π + 2GSψ¯iγ5~τψ)
2 =
δπ2
4GS
+ δψ¯iγ5~π · ~τψ + δGS(ψ¯iγ5~τψ)2,
nos permite obter a sua versa˜o bosonizada apo´s o cancelamento dos
termos relativos aos ve´rtices de quatro fe´rmions.
L
δ = ψ¯(iγµ∂
µ−m)ψ−(1−δ)ηψ¯ψ−δσψ¯ψ−δψ¯iγ5~π ·~τψ− δ
4GS
(σ2+π2).
(C.4)
Rearranjando os termos pode-se encontrar imediatamente a forma
equivalente
L
δ = ψ¯{iγµ∂µ−(m+η)+δ[(η−σ)−iγ5~π ·~τ ]}ψ− δ
4GS
(σ2+π2). (C.5)
O subsequente ca´lculo dos trac¸os sobre as matrizes γ5 nos
fornecera´ um resultado nulo e a contribuic¸a˜o do campo do pion pode
ser ignorada
L
δ = ψ¯{iγµ∂µ − (m+ η)]}ψ + δηψ¯ψ − δσψ¯ψ − δ
4GS
σ2. (C.6)
Na Fig.(C.2) sa˜o mostrados os diagramas de Feynman para esta
densidade de lagrangiana na direc¸a˜o do campo σ Pode-se associar
diretamente cada termo da lagrangiana a uma dada ordem na expansa˜o
δ.
Figura C.2: Diagramas de Feynman associados com a densidade de lagrangiana
SU(2) de NJL na expansa˜o δ de OPT.
O primeiro e segundo diagramas esta˜o relacionados a propagac¸a˜o
do quark vestido com a nova massa parame´trica m + η. O terceiro
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diagrama e´ o ve´rtice mesoˆnico corrigido por δ o qual emerge da
bosonizac¸a˜o. E o u´ltimo diagrama e´ a contribuic¸a˜o cla´ssica de va´cuo
do campo interagente σ. Para obter o diagrama de fases e outras
propriedades termodinaˆmicas relativas a esta lagrangiana interpolada
por OPT precisamos encontrar o potencial efetivo pela aplicac¸a˜o das
regras de Feynman. Podemos visualizar isto diagramaticamente unindo
as pernas de quarks nos diagramas anteriores como mostrado na
Fig.(C.3)
Figura C.3: Diagramas relativos a interpolac¸a˜o OPT da lagrangiana SU(2) de NJL
ate´ a ordem δ1.
Realizando a expansa˜o perturbativa do potencial efetivo em
poteˆncias de δ [137] [138] [139] encontramos a seguinte expressa˜o
ΩOPT =
σ2
4GS
+ 2iNc
∫
d4p
(2π)4
ln[−p2 + (m+ η)2]
−4iδNc
∫
d4p
(2π)4
(m+ η)(η − σ)
−p2 + (m+ η)2
−8δGS
[∫
d4p
(2π)
4
p0
−p2 + (m+ η)2
]2
.
(C.7)
Em temperatura e potencial qu´ımico finitos devemos consid-
erar apenas os modos te´rmicos permitidos ων = (2ν + 1)πT ν =
0,±1,±2, · · · no formalismo de Matsubara atrave´s da substituic¸a˜o da
componente temporal do momentum p = (iων + µ,p) e de sua inte-
grac¸a˜o
∫
d4p
(2π)4
→ iT
+∞∑
ν=−∞
∫
d3p
(2π)3
. (C.8)
A avaliac¸a˜o destas somas de Matsubara produz a seguinte ex-
pressa˜o para o potencial efetivo de NJL pelo me´todo de OPT
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ΩOPT =
σ¯2
4GS
− 2NcI1(µ, T, η) + 2δNc(η +m)(η − σ¯)I2(µ, T, η)
+2δGSNcI
2
3 (µ, T, η) ,
(C.9)
com as integrais I1, I2 e I3 definidas como
I1(µ, T, η) =
∫
d3p
(2π)3
{
E + T ln
[
1 + e−(E±µ)/T
]}
,
I2(µ, T, η) =
∫
d3p
(2π)3
1
E
[
1− 1
1 + e(E+µ)/T
− 1
1 + e(E−µ)/T
]
,
I3(µ, T, η) =
∫
d3p
(2π)3
[
1
1 + e(E−µ)/T
− 1
1 + e(E+µ)/T
]
.
(C.10)
aqui a energia e´ dada por E =
√
p2 + (η +m)2.
Apeˆndice D
Ca´lculo da Contribuic¸a˜o
de Va´cuo em Campo
Magne´tico Na˜o Nulo
Quando discutimos os efeitos do campo magne´tico na lagrangiana de
NJL, nos deparamos com a contribuic¸a˜o na˜o te´rmica devida ambos ao
va´cuo do mar de Dirac e a energia do campo magne´tico ele pro´prio
I = −Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk|qf |B
∫ +∞
−∞
dpz
2π
Ep,k, (D.1)
onde a energia e´ dada por Ep,k(B) =
√
p2z + 2k|qf |B +M2. Uma
simples contagem das poteˆncias de momentum pz ira´ revelar uma
divergeˆncia ultravioleta impl´ıcita e desejamos desta forma isolar a parte
singular da parte convergente. Escrevendo explicitamente o ı´ndice de
degeneresceˆncia αk = 2− δk0 temos a expressa˜o
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I = −Nc
π
d∑
f=u
∞∑
k=0
|qf |B
∫ +∞
−∞
dpz
2π
Ep,k +
Nc
π
d∑
f=u
|qf |B
∫ +∞
−∞
dpz
2π
Ep,0
2
,
I = −Nc
π
d∑
f=u
∞∑
k=0
|qf |B
∫ +∞
−∞
dpz
2π
(
Ep,k − Ep,0
2
)
,
I = −Nc
π
d∑
f=u
∞∑
k=0
|qf |B
∫ +∞
−∞
dpz
2π
√
p2z + 2k|qf |B +M2
+
Nc
π
d∑
f=u
|qf |B
∫ +∞
−∞
dpz
2π
√
p2z +M
2
2
.
(D.2)
Estas duas integrais podem ser devidamente avaliadas usando um
procedimento de regularizac¸a˜o dimensional atrave´s da bem conhecida
fo´rmula [140]
∫
ddℓ
(2π)d
(ℓ2 + a2)−A =
Γ[A− d/2]
Γ[A]
1
(4π)d/2(a2)A−d/2
. (D.3)
Alterando as dimenso˜es de 1→ d = 1− ǫ obte´m-se
∫ +∞
−∞
dpz
(2π)
(p2z + 2k|qf |B +M2)−(−1/2) =
Γ[−1 + ǫ/2]
(4π)(1−ǫ)/2Γ[−1/2](2k|qf |B +M2)−1+ǫ/2
∫ +∞
−∞
dpz
(2π)
(p2z +M
2)−(−1/2) =
Γ[−1 + ǫ/2]
(4π)(1−ǫ)/2Γ[−1/2](M2)−1+ǫ/2 .
(D.4)
Colocando estes termos juntos encontra-se a seguinte expressa˜o
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I = −Nc
π
d∑
f=u
∞∑
k=0
|qf |B Γ[−1 + ǫ/2]
(4π)(1−ǫ)/2Γ[−1/2]
×
[
1
(2k|qf |B +M2)−1+ǫ/2 −
1
2(M2)−1+ǫ/2
]
.
(D.5)
Agora, definindo uma nova varia´vel xf = M
2/(2|qf |B) a integral
fica escrita como
I = −Nc
π
d∑
f=u
∞∑
k=0
|qf |B(2|qf |B)1−ǫ/2 Γ[−1 + ǫ/2]
(4π)(1−ǫ)/2Γ[−1/2]
×
[
1
(k + xf )−1+ǫ/2
− 1
2x
−1+ǫ/2
f
]
,
(D.6)
I = −Nc
π
d∑
f=u
|qf |B(2|qf |B)1−ǫ/2 Γ[−1 + ǫ/2]
(4π)(1−ǫ)/2Γ[−1/2]
×
[
∞∑
k=0
1
(k + xf )−1+ǫ/2
− 1
2x
−1+ǫ/2
f
]
,
(D.7)
onde Γ[−1/2] = −2√π. Introduzindo a func¸a˜o zeta de Riemann-
Hurwitz
ζ(z, xf ) =
∞∑
k=0
1
(k + xf )z
, (D.8)
nossa expressa˜o pode ser escrita explicitamente como
I = Nc
2π3/2(4π)(1−ǫ)/2
d∑
f=u
|qf |B(2|qf |B)1−ǫ/2
×Γ[−1 + ǫ/2]
[
ζ(−1 + ǫ/2, xf )− 1
2x
−1+ǫ/2
f
]
,
(D.9)
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Expandindo esta expressa˜o ao redor do ponto ǫ = 0 usando as seguintes
aproximac¸o˜es encontra-se
Γ[−1 + ǫ/2] = −2
ǫ
− (1− γE) +O(ǫ1)
ζ(−1 + ǫ/2, xf) = ζ(−1, xf ) + 1
2
ǫζ(1,0)(−1, xf) +O(ǫ2)
− 1
2x
−1+ǫ/2
f
= −xf
2
+
1
4
ǫxf lnxf +O(ǫ2).
(D.10)
onde γE = 0.57721 e´ a constante de Euler-Mascheroni e ζ
(1,0)(z, xf ) =
dζ(z, xf )/dz e´ a primeira derivada em relac¸a˜o ao primeiro argumento
da func¸a˜o zeta generalizada ζ(z, xf )
I = Nc
2π3/2(4π)(1−ǫ)/2
d∑
f=u
|qf |B(2|qf |B)1−ǫ/2
[
−2
ǫ
− (1− γE)
]
×
[(
ζ(−1, xf ) + 1
2
ǫζ(1,0)(−1, xf )
)
+
(
−xf
2
+
1
4
ǫxf ln xf
)]
,
(D.11)
A func¸a˜o zeta ζ(−1, xf ) pode ser dada em termos dos polinoˆmios
de Bernoulli Bn(xf )
ζ(−1, xf ) = −B2(xf )
2
= − 1
12
+
xf
2
− x
2
f
2
. (D.12)
Deste modo, a expressa˜o anterior pode ser calculada como
I = Nc
2π3/2(4π)(1−ǫ)/2
d∑
f=u
|qf |B(2|qf |B)1−ǫ/2
[
−2
ǫ
− (1− γE)
]
×
[
− 1
12
+
xf
2
− x
2
f
2
+
1
2
ǫζ(1,0)(−1, xf)− xf
2
+
1
4
ǫxf ln xf
]
,
(D.13)
Os termos proporcionais a ǫ podem ser exclu´ıdos permitindo que
o pequeno deslocamento se anule ǫ → 0. Os termos inversamente
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proporcionais a ǫ sa˜o mantidos de modo a caracterizar a parte
divergente
I = Nc
2π2
d∑
f=u
(|qf |B)2
[
x2f
ǫ
+
1
6ǫ
+
1
12
(1− γE) +
x2f
2
(1− γE)
−ζ(1,0)(−1, xf )− 1
2
xf lnxf
]
.
(D.14)
I = Nc
2π2
d∑
f=u
(|qf |B)2
[
x2f
ǫ
+
x2f
2
(1− γE)− ζ(1,0)(−1, xf )− 1
2
xf lnxf
]
.
(D.15)
O comportamento singular desta soma esta´ associado a energia
infinita do mar de Dirac
Ωvac = −2NcNf
∫
d3~p
(2π)3
√
p2 +M2. (D.16)
e pode ser removida da integral I somando e subtraindo um termo de
va´cuo Ωvac
I = I − Ωvac +Ωvac (D.17)
Um dos termos de va´cuo +Ωvac pode ser regularizado por um
procedimento usual de cutoff como ja´ mostrado no apeˆndice A. O
outro termo que e´ subtra´ıdo −Ωvac deve ser obtido por meio de um
procedimento de regularizac¸a˜o dimensional usando a fo´rmula fornecida
em D.3. Para realizar esta tarefa precisamos considerar a seguinte
mudanc¸a de varia´veis de maneira a produzir o resultado conveniente
p2 → p′2/(2|qf |B)
M2 → xf =M2/(2|qf |B)
(D.18)
Inserindo novamente um pequeno desvio do caso tridimensional
3 → d = 3 − ǫ e substituindo o nu´mero de sabores Nf pela soma
equivalente
∑d
f=u podemos ler o seguinte
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Ωvac = −2Nc
∑d
f=u(2|qf |B)2−ǫ/2
∫
d3−ǫp′
(2π)3−ǫ
(p′2 + xf )
−(−1/2)
= −2Nc
d∑
f=u
(2|qf |B)2−ǫ/2 Γ[−2 + ǫ/2]
(4π)(3−ǫ)/2Γ[−1/2]x−2+ǫ/2f
= − 2Nc
(4π)(3−ǫ)/2Γ[−1/2]
d∑
f=u
(2|qf |B)2−ǫ/2Γ[−2 + ǫ/2]
x
−2+ǫ/2
f
.
(D.19)
Expandindo esta func¸a˜o ao redor do ponto ǫ = 0 temos
Ωvac = − 2Nc
(4π)(3−ǫ)/2Γ[−1/2]
d∑
f=u
(2|qf |B)2−ǫ/2
×
[
x2f
ǫ
+
1
4
(3x2f − 2x2fγE − 2x2f ln(xf ))
]
.
(D.20)
Ale´m disso, dividindo o termo em duas frac¸o˜es
Ωvac =
2Nc
(4π)3/22π1/2
d∑
f=u
(2|qf |B)2−ǫ/2
×
[
x2f
ǫ
+
x2f
4
+
x2f
2
(1− γE)−
x2f
2
ln(xf )
]
.
(D.21)
Estabelecendo novamente o valor de ǫ igual a zero exceto para a
parte divergente encontra-se o resultado para a contribuic¸a˜o de va´cuo
avaliada por meio da regularizac¸a˜o dimensional
Ωvac =
Nc
2π2
d∑
f=u
(|qf |B)2
[
x2f
ǫ
+
x2f
4
+
x2f
2
(1− γE)−
x2f
2
ln(xf )
]
.
(D.22)
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Com este ca´lculo pode-se inserir as expresso˜es A.5,D.22 e D.15 em
D.17 para finalmente chegar ao seguinte resultado
I = − Nc
2π2
d∑
f=u
(|qf |B)2
[
ζ(1,0)(−1, xf)− 1
2
(x2f − xf ) lnxf +
x2f
4
]
+
NcNf
8π2
[
M4 ln
(
Λ + ǫΛ
M
)
− ǫΛΛ(Λ2 + ǫΛ2)
]
.
(D.23)
Apeˆndice E
Contribuic¸a˜o do Meio
em T=0 e Campo
Magne´tico Na˜o Nulo
No limite de temperatura zero a influeˆncia do campo magne´tico na
dinaˆmica do sistema fermioˆnico e´ estabelecida de acordo com a func¸a˜o
degrau entre o potencial qu´ımico µ e a relac¸a˜o de dispersa˜o Ep,k
Ωmed(T = 0) = −Nc
2π
d∑
f=u
∞∑
k=0
αk|qf |B
∫ +∞
−∞
dpz
2π
(µ− Ep,k)Θ(µ− Ep,k)
(E.1)
Por convenieˆncia, pode-se introduzir uma nova varia´vel sf (k,B) =√
M2 + 2|qf |kB com o intuito de realizar a integrac¸a˜o de um modo
mais simples. Similarmente como explicado no Apeˆndice B, a condic¸a˜o
|pz| ≤
√
µ2 − s2f (kf , B) deve ser satisfeita de modo a proporcionar um
valor na˜o nulo da func¸a˜o degrau. Adicionalmente, o momentum pz e´
considerado uma quantidade real e a condic¸a˜o µ2−s2f (k,B) ≥ 0 implica
que
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(µ2 −M2)− 2|qf |kB ≥ 0
2|qf |kB ≤ (µ2 −M2).
(E.2)
Esta exigeˆncia e´ cumprida se estabelecemos um n´ıvel de Landau
superior definido por
kf,max =
µ2 −M2
2|qf |B . (E.3)
A integrac¸a˜o acima torna-se uma tarefa simples porque
os limites de integrac¸a˜o infinitos sa˜o substitu´ıdos pelo intervalo
−
√
µ2 − s2f (k,B) ≤ pz ≤ +
√
µ2 − s2f (k,B) e a soma sobre os esta-
dos de Landau na˜o vai ale´m do n´ıvel superior atribu´ıdo por kf,max.
Escrevendo explicitamente a integral temos
∫ +∞
−∞
dpz
(
µ−
√
pz2 + s2f
)
Θ
(
µ−
√
pz2 + s2f
)
= µ
∫
dpz −
∫ √
pz2 + s2fdpz
=
[
µpz − 1
2
pz
√
p2z + s
2
f +
s2f
2
ln
[
pz +
√
p2z + s
2
f
]]+√µ2−s2f
−
√
µ2−s2
f
= µ
√
µ2 − s2f −
s2f
2
ln

µ+
√
µ2 − s2f
µ−
√
µ2 − s2f

.
(E.4)
Apo´s alguma manipulac¸a˜o chega-se ao resultado esperado
Ωmed(T = 0) = − Nc
4π2
d∑
f=u
kf,max∑
k=0
αk|qf |B
{
µ
√
µ2 − s2f
−s2f ln

µ+
√
µ2 − s2f
sf




(E.5)
Apeˆndice F
Equac¸a˜o de
Clausius-Clayperon em
Campo Magne´tico Na˜o
Nulo
Vamos considerar duas fases distintas de uma determinada substaˆncia
termodinaˆmica separadas por uma linha de transic¸a˜o no plano P − T
conforme indica a Fig.(F.1).
Figura F.1: Linha de separac¸a˜o de fases no plano P − T .
Para um par de pontos A e A′ representando a substaˆncia em
duas fases distintas, temos o equil´ıbrio qu´ımico dado por:
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µA = µA′ (F.1)
Para um outro par de pontos B e B′ devemos ter o mesmo:
µB = µB′ (F.2)
A diferenc¸a de potencial qu´ımico entre essas duas posic¸o˜es e´ dada
por:
µB − µA = µB′ − µA′ (F.3)
Indo de um par de pontos ao outro devemos realizar uma variac¸a˜o
infinitesimal nas varia´veis que determinam a densidade de energia, sob
a influeˆncia do campo magne´tico B:
µB − µA = −sdT + vdP −M dB
µB′ − µA′ = −s′dT + v′dP −M ′dB
(F.4)
Como o campo magne´tico em nosso caso e´ considerado constante
dB → 0 e temos apenas:
µB − µA = −sdT + vdP
µB′ − µA′ = −s′dT + v′dP
(F.5)
usando a igualdade F.3 acima:
− sdT + vdP = −s′dT + v′dP (F.6)
rearranjando os termos temos:
(s′ − s)dT = (v′ − v)dP (F.7)
e portanto, chegamos a` equac¸a˜o de Clausius-Clapeyron:
dP
dT
=
∆s
∆v
(F.8)
Apeˆndice G
Derivadas Auxiliares
para o Ca´lculo da
Magnetizac¸a˜o
Aqui vamos demonstrar analiticamente as expresso˜es utilizadas no
estudo da anisotropia da mate´ria de quarks mostrada no Cap´ıtulo 6.
G.1 Derivada da Contribuic¸a˜o de Va´cuo
Sendo a contribuic¸a˜o de va´cuo para o potencial efetivo dada por
Ωvacf =
Nc
8π2
[
M4 ln
(
Λ + ǫΛ
M
)
− ǫΛΛ
(
Λ2 + ǫ2Λ
)]
, (G.1)
temos que a respectiva derivada em relac¸a˜o ao campo B deve ser escrita
como
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dΩvacf
dB
=
Nc
8π2
[
4M3M ′ ln
(
Λ + ǫΛ
M
)
+M4 ln′
(
Λ + ǫΛ
M
)
−ǫ′ΛΛ
(
Λ2 + ǫ2Λ
)− 2ǫ2Λǫ′ΛΛ
]
.
(G.2)
De modo que temos a derivada ǫ′Λ = MM
′ǫ−1Λ . Ao tomar a
derivada do termo logar´ıtmico temos
d
dB
ln
[
Λ + ǫΛ
M
]
=
1
M(Λ + ǫΛ)
[
M2M ′
ǫΛ
−M ′(Λ + ǫΛ)
]
. (G.3)
Assim, agrupando os termos na expressa˜o de Ω′ vacf obtemos
Ω′ vacf =
Nc
8π2
{
4M3M ′ ln
[
Λ + ǫΛ
M
]
+
M3
(Λ + ǫΛ)
[
M2M ′
ǫΛ
−M ′(Λ + ǫΛ)
]
−MM
′
ǫΛ
Λ
(
Λ2 + ǫ2Λ
)− 2ǫΛΛMM ′
}
.
(G.4)
Arrumando os termos de modo conveniente chegamos ao seguinte
Ω′ vacf =
NcM
′
8π2
{
4M3 ln
[
Λ + ǫΛ
M
]
+
M5
ǫΛ(Λ + ǫΛ)
−M3 − MΛ
3
ǫΛ
− 3MǫΛΛ
}
.
(G.5)
Apo´s uma longa manipulac¸a˜o alge´brica destes termos podemos verificar
que
Ω′ vacf = −
NcMM
′
2π2
{
ΛǫΛ −M2 ln
[
Λ + ǫΛ
M
]}
. (G.6)
Como explicado antes no Cap´ıtulo 6, todos os termos que
apresentarem a derivada M ′ na˜o devem contribuir pois sempre va˜o
estar multiplicados pela derivada respectiva a` equac¸a˜o do gap. Dessa
forma, fazemos
Ω′ vacf = 0 (G.7)
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G.2 Derivada da Contribuic¸a˜o Magne´tica
Seja a expressa˜o para a contribuic¸a˜o magne´tica no potencial efetivo
dada por
Ωmagf = −
Nc(|qf |B)2
2π2
[
ζ(1,0)(−1, xf)− 1
2
(
x2f − xf
)
lnxf +
x2f
4
]
.
(G.8)
E´ poss´ıvel determinar sua derivada em relac¸a˜o ao campo
magne´tico por meio da expressa˜o abaixo
Ω′magf =
dΩmagf
dB
=
∂Ωmagf
∂B
+
∂Ωmagf
∂xf
[(
∂xf
∂B
)
+
(
∂xf
∂M
)(
∂M
∂B
)]
.
(G.9)
Avaliando cada uma dessas derivadas verificamos o seguinte
∂Ωmagf
∂B
= 2
Ωmagf
B
,
∂xf
∂M
=
M
|qf |B ,(
∂xf
∂M
)(
∂M
∂B
)
=
MM ′
|qf |B ,
∂xf
∂B
= −xf
B
= − M
2
2|qf |B2 .
(G.10)
A partir dessas informac¸o˜es calculamos a expressa˜o
∂Ωmagf
∂xf
= −Nc(|qf |B)
2
2π2
[
ζ(1,1)(−1, xf)− 1
2
(2xf − 1) lnxf
−1
2
(x2f − xf )
1
xf
+
2xf
4
]
,
(G.11)
cancelando os termos e simplificando nos fornece
∂Ωmagf
∂xf
= −Nc(|qf |B)
2
2π2
[
ζ(1,1)(−1, xf )− (xf − 1
2
) lnxf +
1
2
]
.
(G.12)
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Na equac¸a˜o anterior, temos a derivada da func¸a˜o zeta de Riemann-
Hurwitz ζ(1,1)(−1, xf) em relac¸a˜o ao segundo argumento onde aparece
xf . Devemos notar aqui que as primeiras derivadas associadas a cada
argumento da func¸a˜o ζ(z, xf ) comutam e assim verifica-se [141] que
ζ(1,1)(z, xf ) =
∂
∂xf
∂
∂z
ζ(z, xf ) =
∂
∂z
∂
∂xf
ζ(z, xf ) =
∂
∂z
[−zζ(z + 1, xf )] ,
(G.13)
de maneira que a derivada no segundo argumento produz deslocamento
no primeiro argumento. Por conseguinte, procedendo a derivac¸a˜o em z
chegamos a`
ζ(1,1)(z, xf ) = −ζ(z + 1, xf )− zζ(1,0)(z + 1, xf)
ζ(1,1)(−1, xf ) = −ζ(0, xf ) + ζ(1,0)(0, xf ) ,
(G.14)
e usando as identidades abaixo


ζ(0, xf ) =
1
2
− xf
ζ(1,0)(0, xf ) = ln Γ(xf )− 1
2
ln(2π) .
(G.15)
Portanto, encontramos
ζ(1,1)(−1, xf ) = −1
2
+ xf + lnΓ(xf )− 1
2
ln(2π) . (G.16)
Agrupando todos os resultados mostrados na Eq. (G.9) obtemos
Ω′magf = 2
Ωmagf
B
− Nc(|qf |B)
2
2π2
(
MM ′
|qf |B −
M2
2|qf |B2
)
×
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln(2π) + xf − 1
2
+
1
2
−
(
xf − 1
2
)
ln(xf )
]
.
(G.17)
Como discutido o termo que conte´m a derivadaM ′ na˜o deve contribuir
nos pontos estaciona´rios da equac¸a˜o do gap e enta˜o
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Ω′magf = 2
Ωmagf
B
+
NcM
2|qf |
4π2
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln(2π)
+xf −
(
xf − 1
2
)
ln(xf )
]
.
(G.18)
G.3 Derivada da Contribuic¸a˜o do Meio em
Temperatura Finita
Nosso ponto de partida na determinac¸a˜o desta derivada e´ a contribuic¸a˜o
do meio denso no potencial efetivo para temperatura finita
Ωmedf
∣∣
T>0
= −Nc|qf |B
2π
∞∑
kf=0
αkfT
∫ +∞
−∞
dpz
2π
ln
[
1 + e−(Ekf±µ˜)/T
]
.
(G.19)
Vamos introduzir as seguintes varia´veis para a realizac¸a˜o do
ca´lculo
y = ln(y+) + ln(y−) ,
y+ = 1 + e
−(Ekf−µ˜)/T ,
y− = 1 + e
−(Ekf+µ˜)/T .
(G.20)
Fazendo isso, podemos avaliar a derivada de Ωmedf em relac¸a˜o a`
B por meio da expressa˜o
Ω′medf =
dΩmedf
dB
=
∂Ωmedf
∂B
+
(
∂Ωmedf
∂µ˜
)(
∂µ˜
∂B
)
+
(
∂Ωmedf
∂M
)(
∂M
∂B
)
+
∂Ωmedf
∂y
[(
∂y
∂y+
)(
∂y+
∂Ekf
)
+
(
∂y
∂y−
)(
∂y−
∂Ekf
)](
∂Ekf
∂B
)
.
(G.21)
Tanto a derivada ∂M/∂B, quanto ∂µ˜/∂B sa˜o multiplicadas pelas
contribuic¸o˜es do meio nas equac¸o˜es do gap ∂Ωmedf /∂M e ∂Ω
med
f /∂µ˜ e
G.4 Derivada da Contribuic¸a˜o do Meio em Temperatura
Nula 231
na˜o precisamos calcular. Necessitamos apenas das derivadas expl´ıcitas
emB. Tomando a energia Ekf =
√
p2z + 2kf |qf |B +M2 e as expresso˜es
anteriores para y, podemos chegar aos termos
∂Ekf
∂B
=
kf |qf |
Ekf
,
∂y±
∂Ekf
=
1− y±
T
,
∂y
∂y±
=
1
y±
.
(G.22)
associando estes termos temos
[(
∂y
∂y+
)(
∂y+
∂Ekf
)
+
(
∂y
∂y−
)(
∂y−
∂Ekf
)]
= − 1
T
[
1
1 + e+(Ekf±µ˜)/T
]
= − 1
T
(
np,kf + n¯p,kf
)
.
(G.23)
Por fim usando a relac¸a˜o da Eq.(G.21) chegamos ao resultado
Ω′medf
∣∣
T>0
=
Ωmedf
B
+
Nc|qf |2B
4π2
∞∑
kf=0
αkf kf
∫ +∞
−∞
dpz
1
Ekf
(
np,kf + n¯p,kf
)
.
(G.24)
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No limite de temperatura zero, temos o seguinte termo
Ωmedf
∣∣
T=0
= −Nc|qf |B
4π2
kf,max∑
kf=0
αkf

µ˜√µ˜2 − s2f − s2f ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf



 .
(G.25)
Usando a regra da cadeia para a derivac¸a˜o temos
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Ω′medf =
dΩmedf
dB
=
∂Ωmedf
∂B
+
(
∂Ωmedf
∂sf
)[(
∂sf
∂B
)
+
(
∂sf
∂M
)(
∂M
∂B
)]
+
(
∂Ωmedf
∂µ˜
)(
∂µ˜
∂B
)
.
(G.26)
Como antes na˜o consideramos os u´ltimos termos e ficamos com
Ω′medf =
dΩmedf
dB
=
∂Ωmedf
∂B
+
(
∂Ωmedf
∂sf
)(
∂sf
∂B
)
. (G.27)
Assumindo esta equac¸a˜o, temos que as derivadas dadas por
∂Ωmedf /∂B = Ω
med
f /B e ∂sf/∂B = kf |qf |/sf . Ale´m disso, temos que
∂Ωmedf
∂sf
= −Nc|qf |B
4π2
kf,max∑
kf=0
αkf

− µ˜sf√µ˜2 − s2f
−2sf ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf


−
sf
[
−s2f(µ˜2 − s2f )−1/2 − µ˜− (µ˜2 − s2f )1/2
]
µ˜+
√
µ˜2 − s2f

 ,
(G.28)
manipulando os termos da expressa˜o acima obtemos
∂Ωmedf
∂sf
= −Nc|qf |B
4π2
kf,max∑
kf=0
αkf

−2sf ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf


− µ˜sf√
µ˜2 − s2f
+
sf
µ˜+
√
µ˜2 − s2f

 s2f√
µ˜2 − s2f
+ µ˜+
√
µ˜2 − s2f



 ,
(G.29)
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logo temos
∂Ωmedf
∂sf
=
Nc|qf |B
4π2
kf,max∑
kf=0
2αkf sf ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf

 . (G.30)
Por fim, associando todos os termos calculados de acordo com a
Eq.(G.27), verificamos que
Ω′medf
∣∣
T=0
=
Ωmedf
B
+
Nc|qf |2B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf kf ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf

 .
(G.31)
G.5 Derivada da Contribuic¸a˜o de Va´cuo
no Condensado
De modo semelhante ao feito anteriormente para as outras derivadas,
agora vamos determinar as expresso˜es relativas ao condensado de
quarks. Sendo a expressa˜o para a contribuic¸a˜o de va´cuo no condensado
dada por
φvacf = −
NcM
2π2
[
ΛǫΛ −M2 ln
(
Λ + ǫΛ
M
)]
, (G.32)
temos que a derivada em relac¸a˜o ao campo B deve ser
φ′ vacf =
dφvacf
dB
=
∂φvacf
∂B
+
(
∂φvacf
∂M
)(
∂M
∂B
)
+
(
∂φvacf
∂µ˜
)(
∂µ˜
∂B
)
.
(G.33)
Como as u´ltimas derivadas emM e µ˜ envolvem as equac¸o˜es do gap,
essa parte na˜o deve contribuir. Al e´m disso, como φvacf na˜o depende
explicitamente de B temos que ∂φvacf /∂B = 0 e assim
φ′ vacf = 0 . (G.34)
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G.6 Derivada da Contribuic¸a˜o Magne´tica
no Condensado
Para obter a derivada da expressa˜o abaixo
φmagf = −
NcM |qf |B
2π2
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln (2π) + xf − 1
2
(2xf − 1) ln(xf )
]
,
(G.35)
precisamos escrever a seguinte equac¸a˜o
φ′magf =
dφmagf
dB
=
∂φmagf
∂B
+
(
∂φmagf
∂xf
)(
∂xf
∂B
)
. (G.36)
A primeira derivada que aparece na expressa˜o e´ bastante simples
e temos que
∂φmagf
∂B
=
φmagf
B
. (G.37)
Por outro lado, em relac¸a˜o a` varia´vel xf = M
2/(2|qf |B) temos o
seguinte
∂φmagf
∂xf
= −NcM |qf |B
2π2
[
∂
∂xf
ln Γ(xf ) + 1− ln(xf )− 1 + 1
2xf
]
.
(G.38)
Ao avaliar a primeira parte, necessitamos encontrar a derivada
logar´ıtmica da func¸a˜o gama
∂
∂z
Γ(z) = Γ(z)ψ(0)(z) , (G.39)
a qual define a func¸a˜o digama ψ(0)(z) da varia´vel complexa z [141].
Portanto, verificamos o que segue
∂
∂z
ln Γ(z) =
Γ′(z)
Γ(z)
= ψ(0)(z) . (G.40)
Assim, temos
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∂φmagf
∂xf
= −NcM |qf |B
2π2
[
ψ(0)(xf )− ln(xf ) + 1
2xf
]
. (G.41)
Sendo a derivada de xf dada por
∂xf
∂B
= −xf
B
, (G.42)
vemos pela Eq.(G.36) que
φ′magf =
φmagf
B
− NcM |qf |B
2π2
[
ψ(0)(xf )− ln(xf ) + 1
2xf
] (
−xf
B
)
.
(G.43)
Escrevendo explicitamente o primeiro termo na expressa˜o acima
usando a Eq.(G.35) devemos encontrar
φ′magf = −
NcM |qf |
2π2
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln (2π) + xf − 1
2
(2xf − 1) ln(xf )
]
−NcM |qf |B
2π2
[
ψ(0)(xf )− ln(xf ) + 1
2xf
] (
−xf
B
)
,
(G.44)
e assim
φ′magf = −
NcM |qf |
2π2
[
ln Γ(xf )− 1
2
ln(2π) + xf − 1
2
(2xf − 1) ln(xf )
−xfψ(0)(xf ) + xf ln(xf )− 1
2
]
,
(G.45)
φ′magf =
NcM |qf |
4π2
[−2 lnΓ(xf ) + ln (2π)− 2xf + (2xf − 1) ln(xf )
+2xfψ
(0)(xf )− 2xf ln(xf ) + 1
]
,
(G.46)
arranjando os termos, temos
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φ′magf =
NcM |qf |
4π2
{
2xf
[
ψ(0)(xf )− 1
]
+ 1− ln
(xf
2π
)
− 2 lnΓ(xf )
}
,
(G.47)
e finalmente podemos escrever que
φ′magf =
NcM
4π2
{
M2
B
[
ψ(0)(xf )− 1
]
+ |qf |
[
1− ln
(xf
2π
)
− 2 lnΓ(xf )
]}
.
(G.48)
G.7 Derivada da Contribuic¸a˜o do Meio no
Condensado em Temperatura Finita
Como vimos no Cap´ıtulo 6, a determinac¸a˜o de uma expressa˜o anal´ıtica
para a magnetizac¸a˜o depende basicamente das derivadas dos termos
que contribuem para o ca´lculo da pressa˜o no sistema. Dessa forma,
em temperatura finita, a contribuic¸a˜o do meio denso no condensado de
quarks dada respectivamente por
φmedf
∣∣
T>0
=
NcM |qf |B
4π2
∞∑
kf=0
αkf
∫ +∞
−∞
dpz
1
Ekf
(
np,kf + n¯p,kf
)
,
(G.49)
deve nos fornecer a seguinte derivada
φ′medf =
dφmedf
dB
=
∂φmedf
∂B
+
[(
∂φmedf
∂np,kf
)(
∂np,kf
∂Ekf
)
+
(
∂φmedf
∂n¯p,kf
)(
∂n¯p,kf
∂Ekf
)
+
(
∂φmedf
∂Ekf
)](
∂Ekf
∂B
)
.
(G.50)
Sabendo que Ekf =
√
p2z + 2kf |qf |B +M2 e usando a expressa˜o
mostrada na Eq.(G.48) somos capazes de avaliar as seguintes derivadas
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∂φmedf
∂B
=
φmedf
B
,
∂Ekf
∂B
=
kf |qf |
Ekf
.
(G.51)
Ale´m disso, as derivadas relativas a`s distribuic¸o˜es de Fermi sa˜o
expressas como
∂np,kf
∂Ekf
= −
n2p,kf
T
e(Ekf−µ˜)/T ,
∂n¯p,kf
∂Ekf
= −
n¯2p,kf
T
e(Ekf+µ˜)/T .
(G.52)
Assim, determinando os outros termos da Eq.(G.50) podemos
concluir tambe´m que
(
∂φmedf
∂np,kf
)(
∂np,kf
∂Ekf
)
=
NcM |qf |B
4π2
∞∑
kf=0
αkf
∫ +∞
−∞
dpz
1
Ekf
[
−
n2p,kf
T
e(Ekf−µ˜)/T
]
,
(
∂φmedf
∂n¯p,kf
)(
∂n¯p,kf
∂Ekf
)
=
NcM |qf |B
4π2
∞∑
kf=0
αkf
∫ +∞
−∞
dpz
1
Ekf
[
−
n¯2p,kf
T
e(Ekf+µ˜)/T
]
.
(G.53)
Tambe´m calculamos facilmente a derivada de φmedf em relac¸a˜o a`
Ekf , de maneira que
(
∂φmedf
∂Ekf
)
= −NcM |qf |B
4π2
∞∑
kf=0
αkf
∫ +∞
−∞
dpz
(
np,kf + n¯p,kf
)
E2kf
.
(G.54)
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Compilando os resultados mostrados nas equac¸o˜es Eq.(G.52) e
Eq.(G.53) junto com a derivada ∂Ekf /∂B determinada anteriormente,
chegamos ao seguinte
φ′medf
∣∣
T>0
=
φmedf
B
− Nc|qf |
2B
4π2
∞∑
kf=0
αkf kf
∫ +∞
−∞
dpz
{
np,kf
E2kf
[
1
Ekf
+
np,kf
T
e(Ekf−µ˜)/T
]
+
n¯p,kf
E2kf
[
1
Ekf
+
n¯p,kf
T
e(Ekf+µ˜)/T
]}
.
(G.55)
G.8 Derivada da Contribuic¸a˜o do Meio no
Condensado em Temperatura Nula
Para o caso onde a temperatura e´ nula, a derivada da contribuic¸a˜o do
meio denso no condensado
φmedf
∣∣
T=0
=
NcM |qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf

 , (G.56)
nos fornece a seguinte equac¸a˜o
φ′medf =
dφmedf
dB
=
∂φmedf
∂B
+
(
∂φmedf
∂sf
)(
∂sf
∂B
)
. (G.57)
A primeira derivada da expressa˜o anterior e´ calculada do mesmo
modo que antes ∂φmedf /∂B = φ
med
f /B. Considerando a expressa˜o para
sf =
√
M2 + 2kf |qf |B imediatamente determinamos a derivada em
relac¸a˜o a` B como ∂sf/∂B = kf |qf |/sf . Por outro lado, derivando esta
contribuic¸a˜o do condensado em relac¸a˜o ao fator sf devemos obter
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∂φmedf
∂sf
=
NcM |qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf
∂
∂sf
ln

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf

 , (G.58)
que resulta no que segue
∂φmedf
∂sf
=
NcM |qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf

 sf
µ˜+
√
µ˜2 − s2f


× ∂
∂sf

 µ˜+
√
µ˜2 − s2f
sf

 ,
(G.59)
portanto
∂φmedf
∂sf
=
NcM |qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf

 −sf
µ˜+
√
µ˜2 − s2f


×
[
s2f (µ˜
2 − s2f )−1/2 + µ˜+ (µ˜2 − s2f )1/2
s2f
]
,
(G.60)
rearranjando os termos encontramos
∂φmedf
∂sf
= −NcM |qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf
1
sf (µ˜+
√
µ˜2 − s2f )
×

s2f + µ˜
√
µ˜2 − s2f + µ˜2 − s2f√
µ˜2 − s2f

 ,
(G.61)
e assim verificamos que
∂φmedf
∂sf
= −NcM |qf |B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf µ˜
sf
√
µ˜2 − s2f
. (G.62)
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Aplicando este u´ltimo resultado a` expressa˜o mostrada na
Eq.(G.57) finalmente determinamos a derivada que buscamos
φ′medf
∣∣
T=0
=
φmedf
B
− Nc|qf |
2B
2π2
kf,max∑
kf=0
αkf kf µ˜M
s2f
√
µ˜2 − s2f
(G.63)
